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Préambule
Tous les proessus biologiques ont un oût énergétique. Cependant, les fontions assoiées
aux moléules ne doivent pas oûter trop d'énergie aux ellules, an de pouvoir être vérita-
blement utiles. Les méanismes d'utilisation de l'énergie doivent don avoir été optimisés par
la nature.
A l'intérieur de l'organisme, la moléule d'ATP (Adénosine TriPhosphate), par exemple,
permet de fournir un apport énergétique aux assemblages biologiques, que la ellule utilisera
le plus eaement possible. La réation d'hydrolyse de l'ATP produit une moléule d'ADP
(Adénosine DiPhosphate) ou d'AMP (Adénosine MonoPhosphate), ainsi qu'une quantité im-
portante d'énergie, libérée au ours de la réation (supérieure à 7 Kcal∗mol−1). Cette énergie
peut être utilisée de plusieurs façons. Elle peut, par exemple, servir à initier des réations hi-
miques, e qui onduit à des modiations moléulaires d'un substrat. L'énergie est, dans e
as, utilisée "instantanément", permettant de passer les barrières d'énergie néessaires à une
réation himique. L'énergie apportée par un ligand lors de sa xation peut aussi permettre
à un assemblage biologique de modier sa struture, sans pour autant qu'il n'y ait de mo-
diations himiques notables. On parle alors de hangement de onformation. Par exemple,
l'AminoAyl transférase (une enzyme xant un aide aminé sur un ARN de transfert) a besoin
d'ATP pour pouvoir xer un aide aminé sur l'ARNt. Cette xation est rendue possible par
un hangement de onformation de la protéine dont l'ouverture rend le site atif aessible au
substrat, e qui lui permet de réaliser sa fontion. Ce type de modiation, ainsi que son oût
énergétique peut être étudié en détails. Cependant, l'énergie n'est pas toujours diretement
utilisée. Elle semble parfois être stokée, an qu'une fontion puisse s'eetuer un peu plus
tard.
Un exemple de stokage d'énergie qui semble être intéressant est lié à la façon dont fon-
tionne la protéine photosensible présente dans les ellules photoréeptries de la rétine : la
rhodopsine. Grâe à son interation ave la lumière, elle rend l'oeil sensible à la lumière. L'a-
tivation de ette protéine transmembranaire se fait ainsi. Après exitation par un photon, le
rétinal, une petite moléule au entre de ette protéine, hange de onformation. Cei s'aom-
pagne d'un stokage d'énergie de l'ordre de 30 Kcal∗mol−1, sous forme d'énergie vibrationelle
[1℄. Cependant, e n'est que quelques milliseondes après que le relargage d'énergie s'eetue
sous forme d'un hangement de onformation de grande amplitude [67℄. Le réepteur est alors
ativé. Dans et exemple, le stokage d'énergie s'eetue sur des éhelles de temps plus de 109
fois supérieures aux éhelles harmoniques du système (qui sont de l'ordre de quelques piose-
ondes). Plusieurs interprétations sont possibles. On peut supposer que le stokage d'énergie
s'eetue sous forme d'énergie potentielle (omme par exemple via un hangement de onfor-
mation dont la modiation d'énergie potentielle serait analogue à elle de la ompression
d'un ressort, qui resterait omprimé). On peut aussi supposer que ette énergie est stokée
sous forme d'énergie inétique (ou d'agitation thermique), à savoir via un mouvement très peu
ouplé au reste du système qui aurait la propriété de pouvoir stoker susamment d'énergie
et e, ave un temps de vie long. Ce mouvement pourrait être le mouvement d'un groupe
d'atomes ou bien elui de résidus entiers. De fait, dans ette thèse, nous essaierons de montrer
que ette seonde hypothèse est sérieusement envisageable, et que le phénomène de loalisa-
tion énergétique, sous forme inétique, pourrait bien eetivement se produire, dans le as des
protéines.
La modélisation de es proessus par des outils mathématiques est diile. En eet, lo-
aliser de l'énergie revient à s'aranhir des eets de la Physique statistique, à savoir du
théorème de l'équipartition de l'énergie : un système à l'équilibre est dans un état d'énergie
moyenne homogène. Il ne s'en éarte que très rarement. Le phénomène de loalisation énergé-
tique a pourtant été suggéré, par M Cammon, Gelin et Karplus, dès la première simulation
de dynamique moléulaire d'une protéine (dans une desription "tous atomes" ave un poten-
tiel non-linéaire omplet) [5℄. Ils ont notamment observé que l'énergie inétique moyenne de
quelques aides aminés s'éartait d'environ 10% à 20% de l'équipartition et e, sur une durée
de 9 ps. Cette éhelle de temps, pourtant relativement ourte par rapport aux simulations
atuelles, a permi à es auteurs de suggérer l'existene de proessus tels que l'énergie puisse se
loaliser sur quelques résidus pendant plusieurs périodes du mouvement harmonique le plus
lent d'une protéine.
An de pouvoir trouver des mouvements énergétiques dont la durée de vie est susam-
ment longue par rapport aux mouvements harmoniques du système, nous avons utilisé une
approhe de la Physique non-linéaire. La tentative la plus onnue de modélisation non-linéaire
de loalisation d'énergie à temps de vie long à l'intérieur de maromoléules biologiques est
elle de Davydov, dans les années 70 [2℄ [3℄ [4℄. L'idée qu'il a proposé était de développer, via
un formalisme de méanique quantique, un mouvement non-linéaire stable le long des hélies α
d'une protéine, e mouvement pouvant retenir de l'énergie pendant des temps longs. La preuve
de l'existene de e type de vibration n'a ependant pas enore été expérimentalement établie.
De plus, dans e modèle, les loalisations énergétiques dérites ne peuvent pas se déplaer
dans le système, omme nous pouvons imaginer que ela se passe dans le as d'une protéine,
sauf dans le as d'une approximation ontinue du système [2℄. Dans ette thèse, l'idée est de
reformuler le problème via une desription, lassique non-linéaire et beauoup plus simple, de
la fontion énergie de la protéine.
Le point de départ a onsisté à s'inspirer de plusieurs résultats onnus de la Physique
non-linéaire des systèmes unidimensionnels. En eet, la première simulation numérique d'un
système non intégrable, eetuée en 1955 et appelée expériene FPU (du nom des auteurs
Fermi, Pasta et Ulam), a montré que des systèmes unidimensionels simples ave un seul type
de non-linéarité dans la fontion énergie ont des propriétés de transport partiulières [31℄. À
ette époque, on pensait que le théorème de l'équipartition de l'énergie s'appliquait à tous
les systèmes dynamiques non-intégrables. Dans le as d'un système ave une fontion énergie
"perturbée", ils s'attendaient don à observer une "thermalisation approhée", perturbée par
la faible anharmoniité, l'énergie se répartissant de façon approximativement égale selon ha-
une des diérentes diretions harmoniques. Le résultat fut inattendu : la thermalisation ne
fut pas observée. De fait, la simulation du système perturbé permit de mettre en évidene des
éhelles de temps de relaxation extrémement longues par rapport aux éhelles de temps har-
moniques du système. Depuis lors, les systèmes de type FPU à 1D ont largement été étudiés.
Il a par exemple été montré que dans ertaines onditions, par exemple lorsque la dissipation
se produit par les extrémités, es systèmes sont apables de retenir de l'énergie dans leur
struture [7℄ [14℄ [17℄ [25℄ . L'énergie est alors "piégée" d'une façon très fortement loalisée. Le
mouvement assoiée est appellé "breather haotique", du fait de ses propriétés spetrales et
dynamiques partiulières. De plus, les éhelles de temps de dissipation de l'énergie deviennent
nettement plus grandes que les éhelles de temps les plus lentes du système. Les analyses de
e type de mouvements ont, par exemple, montré qu'il a des propriétés singulières omme une
apaité à avoir plus d'énergie à la n de la simulation que la moyenne de e qui a été injeté
dans le système au départ (et e, malgré la dissipation). De plus, les loalisations énergétiques
s'avèrent apables de se déplaer dans le système [37℄.
Nous nous sommes inspirés de es travaux an de tenter de retrouver e type de résultats,
dans le as des protéines. Dans ette thèse, 'est la méthode de relaxation par les extrémités qui
est utilisée omme méthode de mise en évidene de es mouvements loalisés. Dans un premier
temps, notre objetif prinipal a été d'étudier les propriétés des loalisations énergétiques, dans
le as du modèle unidimensionnel perturbé par une faible non-linéarité. Nous avons, de ette
façon, pu évaluer la "résistane" des loalisations énergétiques aux variations des paramètres
du système. Ensuite, nous avons généralisé la méthode utilisée aux as des agrégats d'atomes,
puis à elui des protéines. Le but était de voir si es modèles tridimensionnels sont apable
de stoker de l'énergie, malgré la dissipation de l'énergie par les atomes en surfae. Dans le
as des protéines, nous avons pour ela utilisé un modèle dit à "gros grain" (en anglais :
oarse-grained), et à "plus prohes voisins", an de d'établir un réseau de onnetions entre
les aides-aminés. La fontion d'énergie potentielle est ensuite bâtie en plaçant des "ressorts"
sur haune e es liaisons. Ce type de réseau élastique a de nombreuses propriétés en ommun
ave elles des protéines réelles. Par exemple, il dérit très bien les utuations des omposants
(aides aminés) des protéines à température ambiante [44℄. De plus, les mouvements lents de e
modèle protéique sont apables de fournir une bonne desription du mouvement des protéines
réelles lors de la xation d'un ligand [54℄, [55℄, [56℄ [57℄. Ensuite, les ressorts sont perturbés
de la même façon que dans le potentiel de Fermi, Pasta et Ulam.
Nous avons pu montrer que e modèle de protéine permet d'obtenir des loalisations d'éner-
gie d'origine non-linéaire. Les loalisations énergétiques ainsi générées peuvent à la fois se
déplaer dans le système, et retenir beauoup d'énergie (sur un seul aide aminé). Les loali-
sations générées se forment en olletant leur énergie sur plusieurs aides aminés voisins. Cette
ollete est très eae puisque les loalisations énergétiques arrivent à stoker, en moyenne,
l'équivalent de l'énergie initiale de tous leurs voisins. Les propriétés de es loalisations ont en-
suite été étudiées en fontion de la distane des sites d'exitation à la surfae ou de la topologie
du réseau de liaisons. Cei nous a permis de valider notre modèle, en s'inspirant des résultats
onnus pour les protéines réelles. En eet, le Catalyti Sites Atlas, une banque de données,
ontient un grand nombre d'enzymes ainsi que la desription de leurs sites atalytiques. Les
informations ontenues dans ette banque nous ont permis d'eetuer des statistiques. Nous
avons montré que les sites de loalisation énergétique sont souvent des sites très enfouis dans
la struture, e qui est aussi vrai pour les sites atalytiques. Ce résultat, pourtant à priori
ontre intuitif, la fontion atalytique néessitant un ontat ave les ligands, nous onforte
dans notre démarhe qui mérite don d'être poussée, notamment en passant à des représenta-
tions plus réalistes des protéines et de leur fontion énergie.
Le travail qui va être présenté dans ette thèse omporte don quatre parties :
Dans la première partie du manusrit, un système unidimensionel est présenté. La méthode
permettant de vider l'énergie du système ainsi que d'isoler de l'énergie au sein de la struture
est détaillée. Quelques propriétés onernant la génération de loalisations énergétiques ainsi
que la mobilité de elles-i sont données. La deuxième partie de la thèse est une généralisa-
tion de la méthode à 3 dimensions. Les systèmes tridimensionnels étudiés dont des agrégats
d'atomes. La troisième partie dérit la modélisation du système protéique. On y montre que
la méthode de dissipation par la surfae permet aussi d'obtenir des loalisations énergétiques
d'origine non-linéaire au sein de la struture. L'inuene de la topologie du réseau de liaisons
est analysée. Les résultats permettent de onlure que les loalisations énergétiques s'éta-
blissent sur les sites les plus rigides de la struture protéique. La dernière partie de ette thèse
est une étude statistique de la rigidité des sites atalytiques. Tout ei permet de proposer un
modèle onernant les propriétés dynamiques des sites atalytiques.
Le bilan de es trois années d'étude et les perspetives de e travail sont, ensuite évoqués
dans la onlusion de ette thèse.
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8
1 Modèle à 1 Dimension
Fermi, Pasta et Ulam en 1955 [31℄ ont étudié un système à une dimension, dont les proprié-
tés relatives à l'équipartition de l'énergie se sont avérées intéressantes. Cette thèse est l'un des
nombreux prolongements de e travail pionnier. Notre système d'étude est en eet semblable
au leur. La méthode utilisée dans ette thèse est par ontre diérente. Elle permet d'y exiter
des loalisations énergétiques.
1.1 Présentation du modèle linéaire
1.1.1 La ontribution de Fermi, Pasta et Ulam en 1955
Fermi, Pasta et Ulam ont voulu étudier la thermalisation d'un système en fontion du
type de non-linéarité de la fontion énergie potentielle hoisie [31℄. Pour ela, ils ont simulé
une haîne unidimensionnelle de partiules reliées entre elles par un potentiel non-linéaire.
L'hamiltonien était le suivant :
H =
N∑
i=0
(
u˙2i
2
+
1
2
(ui+1 − ui)2 + β
4
(ui+1 − ui)4
)
(1)
où ui est une fontion du temps représentant le déplaement de la partiule i par rapport à
sa position d'équilibre, β est le poids de la ontribution non-linéaire et N est le nombre de
partiules de la haîne. Le terme
β
4 (ui+1−ui)4 est ajouté par rapport au potentiel harmonique
1
2(ui+1 − ui)2. Ce potentiel, non-linéaire, est dit "perturbé" par rapport au potentiel harmo-
nique.
Les onditions initiales, néessaires pour eetuer des dynamiques, étaient obtenues à partir
des modes de Fourier (aussi appelés modes harmoniques). Il s'agit de N veteurs déplaements
des partiules
~Nk =

 Nk1...
NkN


, pour k ∈ [1, N ], dénissant une base orthonormée de RN .
Pour des onditions aux bords telles que les extrémités sont xes, 'est-à-dire, u0 = uN+1 = 0,
on a Nki = sin(
ikπ
N ) (voir annexe 6.1). L'état du système peut être suivi pour haun de ses
modes. On érit :
Ak(t) =
N∑
i=1
ui(t)sin(
ikπ
N
) (2)
où une fréquene harmonique ω2k = 4sin
2( kπ2N ) est assoiée à haque mode k. Si β = 0, elle
orrespond à la fréquene d'osillation de Ak(t).
Initialement, l'énergie est mise sur un seul des modes. On regarde l'évolution de l'énergie,
notée Ek, pour haun d'eux :
Ek =
1
2
A˙2k + 2 ∗A2k ∗ sin2(
πk
2N
) (3)
où A˙k est la dérivée temporelle de Ak. De plus, à t = 0, les déplaements initiaux ui(0) sont
hoisis nuls pour tous les i.
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Lorsque des dynamiques miroanoniques sont eetuées en exitant e système par le
mode
~Nk=1 de plus basse fréquene du système, un omportement tout à fait original est
observé (voir gure 1.1) : l'énergie se dissipe vers les modes impairs (k = 3, 5, 7, ..). Cependant,
elle-i revient presque omplètement sur le mode initial (à quelques % près), en d'autres
termes, elle se reloalise, e après plusieurs entaines de périodes T1 du mode le plus lent du
système (T1 ∼ 32 yles).
Fig. 1.1  Evolution temporelle de l'énergie des 4 modes de Fourier impairs les plus lents (A1,
A3, A5, A7). A t=0, l'énergie est mise sur le mode k = 1, E(0)=300, N=16, β = 8 [31℄.
La non-linéarité aurait du garantir une évolution vers l'équipartition d'énergie dans des
temps ourts par rapport aux éhelles de temps du système. Des omportements de non
équipartition sont pourtant apparus du fait de la trop lente thermalisation du système. Le
temps d'approhe de l'équilibre thermique n'a pas pu être déterminé. Ce résultat est appelé le
paradoxe FPU (du nom de ses auteurs Fermi, Pasta et Ulam) : l'ajout d'une non-linéarité au
potentiel ne garantit pas une équipartition rapide de l'énergie. Rappelons que si le potentiel
était linéaire, il n'y aurait pas de ouplage entre les modes et l'énergie resterait onstante sur
le mode d'exitation.
Fermi, Pasta et Ulam ont don montré, qu'un potentiel sophistiqué n'est pas néessaire
pour provoquer des omportements de non équipartition. Ils ont de plus montré que es eets
ne sont pas partiuliers à la non linéarité de l'équation 1 mais sont plus génériques, 'est à dire
qu'on observe e type de omportement pour d'autres valeurs du oeient β de la ontribu-
tion non-linéaire et pour d'autres ordres (exposants du terme) de perturbation non-linéaire.
De nouveaux outils sont néessaires pour omprendre es omportements. Cette "petite dé-
ouverte" omme la qualia Fermi [31℄ allait être à l'origine d'une nouvelle branhe de la
physique : la Physique Non Linéaire.
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1.1.2 La haîne FPU
La première partie de ette thèse est un lointain prolongement de l'étude eetuée par
Fermi, Pasta et Ulam. Le système que nous étudions est onstitué d'une haîne homogène
de N masses reliées entre elles par un potentiel de type ressort non-linéaire. Les mouvements
étudiés sont eux des masses, que nous appellerons aussi atomes.
Fig. 1.2  Chaîne linéaire d'atomes (en blan) liés par des ressorts (en rouge)
La haîne de la gure 1.2 possède 20 atomes. Chaun d'eux est lié à son voisin de gauhe
ainsi qu'à son voisin de droite. Pour haque liaison, un potentiel est déni qui dépend seulement
de la distane entre les deux atomes liés. Le potentiel inter atomique onsidéré est un potentiel
harmonique de type ressort perturbé par une non-linéarité. Ce potentiel, le même que elui
de Fermi, Pasta et Ulam, est appelé "β FPU". La valeur de β xe le poids de la ontribution
non-linéaire. Notons x la valeur du déplaement autour de la position d'équilibre.
V (x) =
1
2
x2 +
β
4
x4 (4)
Le potentiel est déomposé en deux parties : la ontribution harmonique et la ontribution
non-linéaire. La gure 1.3 ompare le potentiel FPU à ses deux ontributions pour une valeur
de β = 1. Cette valeur est elle qui sera adoptée dans la suite de la thèse. Les trois potentiels
de la gure 1.3 sont symétriques par rapport au déplaement autour de la position d'équilibre :
x = 0. La valeur du potentiel harmonique est toujours supérieure à la perturbation, dans la
gamme d'amplitude orrespondant à |x| < √2. Le rapport entre les deux potentiels est au
maximum de 4.5% pour |x| < 0.3. Le potentiel FPU peut alors être approximé par le potentiel
harmonique. Plus |x| grandit, plus le rapport entre la perturbation et l'harmoniité grandit.
A partir de |x| > 0.3, le terme en x4 devient non négligeable.
Dans notre étude, nous travaillons ave la perturbation d'ordre 4. Il s'agit de la première
perturbation symétrique du potentiel harmonique. Le potentiel perturbé à l'ordre 3 est ap-
pelé "α FPU". Il est dissymétrique par rapport à la position d'équilibre. Le système α FPU
est don plus rigide pour les x positifs que les x négatifs. La diusion de l'énergie est alors
diérente vers la gauhe et vers la droite du système. C'est notamment pour s'aranhir de
e problème que nous travaillons ave la perturbation d'ordre 4.
11
Fig. 1.3  Energie potentielle en fontion du déplaement autour de la position d'équilibre
pour 3 types de potentiel : le potentiel harmonique (vert), FPU (rouge) et la perturbation
(bleu). β = 1.
1.2 La relaxation par les extrémités : Une méthode de mise en évidene
de loalisation d'énergie
En 1955, le système de Fermi Pasta et Ulam avait été étudié en exitant la haîne, soit
par un mode (k = 1, omme il a été présenté), soit par plusieurs modes harmoniques de basse
fréquene [31℄. Dans les études qui suivirent, l'état initial était une ombinaison linéaire de
modes lents [15℄, [16℄. Peu d'études ont été eetuées en exitant le système via un mode de
haute fréquene [17℄ [25℄. Dans e dernier as, il a été montré que le système FPU passe par
une période transitoire avant l'équipartition, durant laquelle un mouvement orrespondant à
un "stokage" d'énergie sur quelques atomes peut être exité. Plusieurs méthodes sont ensuite
apparues permettant d'obtenir e type de mouvement. Par exemple, en dissipant l'énergie du
système par les atomes des extrémités, il a été montré [7℄ [14℄ que le système est apable de
retenir une partie de son énergie pendant de longues durées, orrespondant à de nombreuses
périodes du mode harmonique le plus lent du système.
C'est ette dernière méthode qui est utilisée dans ette thèse. Elle permet de mettre fai-
lement en évidene les loalisations d'énergie, sans avoir à faire d'hypothèse partiulière, en
e qui onerne leur fréquene, notamment.
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1.2.1 La dynamique
Le système étudié au ours de ette thèse est le suivant. Il s'agit de N atomes liés, dont
l'hamiltonien s'érit :
H =
N∑
i=1
mix˙
2
i
2
+
N−1∑
i=1
(V (|xi+1 − xi| − a)) (5)
où xi est la position du i-ème atome, x˙i, la dérivée par rapport au temps de la position du
i-ème atome, mi, la masse du i-ème atome et a, la distane d'équilibre entre deux atomes liés.
Celui-i se déompose en deux parties. La somme de droite orrespond à l'hamiltonien des
liaisons de la haîne. Il y en a N − 1. La partie gauhe orrespond aux énergies inétiques des
atomes.
An d'explorer la surfae d'énergie potentielle, on eetue des dynamiques. Pour ela, on
se sert des équations du mouvement suivantes, où un terme de dissipation a été ajouté aux
extrémités de la haîne (atomes 1 et N) :
mix¨i =
∂V
∂x
(|xi+1 − xi| − a)− ∂V
∂x
(|xi − xi−1| − a)− (δi,1 + δi,N )γx˙i (6)
où x¨i est la dérivée seonde par rapport au temps de la position du i-ème atome,
∂V
∂x est la
dérivée du potentiel inter atomique par rapport à la position x, γ est la onstante de relaxation
et δij est le symbole de Kroneker. Le terme de droite orrespond à un bain thermique de
température nulle, 'est-à-dire ave le seul terme de relaxation d'une dynamique de langevin.
(δi,1+δi,N )γ est nul sauf pour i = 1 et i = N . En d'autres termes, le système dissipe son énergie
par les bords. Notez que dans notre étude et ontrairement à Fermi et ses ollaborateurs, les
extrémités sont libres, 'est-à-dire sans ondition spéique pour : x¨1(t), x˙1(t), x¨N (t), x˙N (t).
Ce hoix est justié dans la partie 1.4.2. De plus, dans es équations, les atomes sont assimilés
à des points de rayon nul. Auun ho répulsif ne sera don onsidéré entre eux.
Les solutions des équations du mouvement sont approximées par la méthode des dié-
renes nies. C'est-à-dire que onnaissant la position et la vitesse des atomes au temps t,
un algorithme permet de déterminer leurs positions et leurs vitesses au temps t+ δt. L'algo-
rithme utilisé par la suite est une variante de l'algorithme de Verlet [62℄ [63℄. C'est l'algorithme
"Saute-Mouton" (Leap Frog) [61℄. Il est déni par :
xi(t+ δt) = xi(t) + x˙i(t+
1
2
δt).δt (7)
x˙i(t+
1
2
δt) = x˙i(t− 1
2
δt)− ∂
∂t
(
1
2
(V (|xi+1 − xi| − a) + V (|xi − xi−1| − a))).δt (8)
où δt est le pas d'intégration. L'intégration se fait depuis t = 0 jusqu'au temps nal, noté tf .
Les positions initiales hoisies sont les positions d'équilibre, 'est-à-dire : xi(t = 0) = i ∗ a.
Les vitesses initiales x˙i(t = 0) sont alulées via la statistique de Maxwell-Boltzmann. Leur
répartition est gaussienne, entrée sur 0, ave une variane au arré égale à l'énergie initiale
par site E(0)/N , où E(0) est l'énergie initiale du système.
Ci après, les paramètres suivants sont onsidérés. Le nombre d'atomes N est mis à 256.
Les masses mi des atomes sont mises à 1. Pour une telle haîne, les mouvements harmoniques
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les plus rapides (voir annexe 6.1) ont une période d'environ 3 unités de temps. On onsidère
qu'il faut au moins 10 pas par période pour intégrer orretement un mouvement périodique.
Des mouvements périodiques 15 fois plus rapides que le mouvement harmonique le plus rapide
seraient don orretement intégrés ave un pas de 0.02. La valeur de la dissipation γ, mise à
0.05, est prise dans l'ordre de grandeur des fréquenes harmoniques qui vont de f1 = 0.0016 à
fN = 0.318. Le temps aratéristique de la dissipation
1
γ ainsi que la distane d'équilibre entre
atomes dénit un ordre de grandeur d'énergie ∼ 12(aγ)2 ∼ 0.00125, si la distane a d'équilibre
entre atomes est mise à 1. On hoisit une énergie initiale par site plus grande que ela. Elle
vaut
E(0)
N = 0.05. La première dynamique ainsi eetuée est appelée "dynamique A".
1.2.2 Mode loalisé
Au ours de la dynamique A, on suit une observable du système : l'énergie totale de haque
atome. Cette énergie est dénie pour le i-ème atome par :
Ei(t) =


1
2 x˙
2
i (t) +
1
2 (V (|xi+1 − xi| − a) + V (|xi − xi−1| − a)) Pour i=2 jusqu'à N-1
1
2 x˙
2
1(t) +
1
2 (V (|x2 − x1| − a)) Pour i=1
1
2 x˙
2
N (t) +
1
2(V (|xN − xN−1| − a)) Pour i=N
Le terme de gauhe est l'énergie inétique au temps t de l'atome i. Le terme de droite est
l'énergie potentielle des deux ressorts suessifs, equirépartie sur haun d'eux. Sur la gure
1.4, on montre l'énergie de haque atome de la haîne, à haque instant de la simulation,
dérite ave une éhelle de ouleurs. Celle-i va du noir pour les énergies faibles jusqu'au blan
pour les énergies fortes.
Fig. 1.4  Énergie des atomes de la haîne en fontion du temps. L'énergie initialement répartie
dans toute la haîne a tendane à se loaliser sur quelques atomes. L'énergie des atomes qui
restent "exités" à la n de la simulation (∼ 0.09) est plus grande que l'énergie moyenne
initiale par site :
E(0)
N =0.05.
Entre t = 0 et ∼ 105 unités de temps, l'énergie est répartie dans toute la haîne. Celle-i
dissipe son énergie par les bords, qui sont en ontat ave le bain thermique à température
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nulle. A partir de t = 105 unités de temps, on entre dans une phase où l'énergie tend à se
loaliser sur quelques atomes. La loalisation d'énergie devient ensuite de plus en plus mar-
quée. Elle se déplae d'un site à l'autre sans se déstruturer. Ce phénomène est omplexe. Par
exemple, entre 4 ∗ 105 et 6 ∗ 105 unités de temps, la loalisation a un omportement de type
balistique. Elle rebondit près des bords, apparemment sans perte d'énergie. La trajetoire de
la loalisation devient ensuite plus omplexe. A la n de la simulation, l'énergie de la loalisa-
tion est essentiellement distribuée sur deux atomes. Chaun de es deux atomes a une énergie
∼ 0.09. Leur énergie est don plus grande que l'énergie moyenne initiale (E(0)N =0.05), e qui
est l'une des propriétés aratéristiques de e type de phénomènes.
La méthode de relaxation par les bords permet don de faire apparaître un omportement
partiulier dans la haîne. Une omposante énergétique très loalisée spatialement ave un
temps de vie supérieur à 1000 fois la période du mouvement harmonique le plus lent du sys-
tème (T1 = 628 unités de temps) est piégée dans la haîne. On parle de "mode intrinsèquement
loalisé" (Intrinsi Loalized Mode : ILM [23℄). Comme il est détaillé par la suite, e mouve-
ment est aussi appelé "breather haotique" du fait de ses propriétés dynamiques partiulières.
1.3 Propriétés de la loalisation énergétique
Quelques aratéristiques des loalisations d'énergie vont maintenant être dérites, en e
qui onerne leur réation, leur mouvement et leur mort. Les propriétés spatiales et spe-
trales de es strutures sont ensuite exposées, ainsi que quelques onditions néessaires à leur
apparition.
1.3.1 Propriétés dynamiques
1/ La réation d'une loalisation d'énergie.
Comme il vient d'être vu, une loalisation d'énergie est un phénomène énergétique assoié
à quelques atomes à la fois. An d'en étudier la phase de réation, l'atome le plus énergétique
de la haîne est suivi à haque instant, pour les temps ourts de la simulation A (voir gure
1.5).
Aux premiers instants de la dynamique (t < 0.5 ∗ 104 unités de temps), les positions
d'énergie maximale sont distribuées relativement uniformément dans toute la haîne. La po-
sition moyenne, sur un intervalle de 4 ∗ 103 unités de temps, de l'atome le plus énergétique
ommene ependant à osiller le long de la haîne. Une loalisation nette est évidente vers
∼ 2∗104 unités de temps. Elle est alors située près de l'atome 225. Elle rebondit ensuite sur le
bord de la haîne. A e moment, la loalisation n'est pas enore le mouvement onstamment
le plus énergétique de la haîne. D'autres atomes, "loin" de la loalisation, sont parfois plus
énergétiques que elle-i. On peut aussi noter la présene d'autres loalisations énergétiques
qui, vers 0.7 ∗ 104 unités de temps, sont près de l'atome 10 ou de l'atome 225. De la même
façon, elles rebondissent ontre les bords, mais, par ontre, ont tendane à être de moins en
moins visibles, au fur et à mesure que le temps passe.
L'osillation de la position moyenne du site le plus énergétique, sur une fenêtre de 4 ∗ 103
unités de temps (voir gure 1.5) montre que, dès les premiers instants de la simulation, les
maxima énergétiques se regroupent. Cette phase de réation spontanée d'une loalisation
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Fig. 1.5  Atome le plus énergétique à haque instant en fontion du temps (points noirs).
Position atomique moyenne de l'atome le plus énergétique sur une fenêtre de 4 ∗ 103 unités de
temps (ourbe rouge).
durant laquelle une instabilité roît est appelée instabilité de modulation ou instabilité modu-
lationnelle [20℄.
Pour le système de Fermi Pasta et Ulam, il a été montré [20℄ que la plus grande amplitude
d'exitation loale du système onduit à une loalisation d'énergie. Il a aussi été montré que
des mouvements loalisés existent à diérentes énergies [14℄ et que les ollisions inélastiques
entre loalisations d'énergie ont une tendane à favoriser l'apparition d'une loalisation plus
énergétique aux dépends des moins énergétiques [21℄, [22℄. La loalisation la plus énergétique
a tendane à olleter l'énergie des autres loalisations. Le nombre d'objets loalisés diminue
alors et seul le mouvement d'énergie maximale survit.
Le phénomène d'instabilité modulationnelle, durant lequel une perturbation va aroître
son amplitude, est un phénomène présent dans d'autres systèmes. Par exemple en optique,
lorsque qu'une légère modulation en amplitude vient perturber un faiseau ontinu uniforme
se propageant dans un matériau non-linéaire. Il existe des onditions dans lesquelles le faiseau
peut se déomposer en plusieurs trains d'ondes suessifs disrets. On appelle e phénomène
l'autolamentation du faiseau [18℄.
2/ Mouvement d'une loalisation
La longue durée de vie d'une loalisation énergétique implique que ette struture est
d'une part très peu ouplée à la dissipation, 'est-à-dire aux bords, mais aussi qu'elle est
apable de se propager sans déformation dans le système. Dans un premier temps, un rebond
de la loalisation d'énergie de la dynamique A est analysé puis, quelques aratéristiques de
la propagation de la loalisation d'énergie sont données. La gure 1.6 montre un rebond de la
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loalisation, à t = 1.8 ∗ 106.
Fig. 1.6  Un rebond de la loalisation énergétique, au ours de la dynamique A. La dissipation
d'énergie ne se produit qu'au niveau de l'atome 1. La vitesse est opposée après le rebond,
omme lors d'une réexion élastique. Durant e rebond, la perte d'énergie totale de la haîne
est de 0.08%.
Lors de son mouvement, la loalisation est étalée prinipalement sur quelques atomes.
Soit deux atomes entraux de même énergie, soit un seul, sont suessivement exités lors du
déplaement de la loalisation de site en site. La forme générale reste la même au ours du
déplaement. Avant et après un rebond, l'étalement de la loalisation est le même et la vitesse
ne hange pas. La réexion se fait à une distane d'environ 10 atomes du bord. Au moment
du rebond, l'étalement de la loalisation semble légèrement plus grand. La vitesse est opposée
après le rebond, omme lors d'une réexion élastique. La perte d'énergie totale de la haîne
au ours de e rebond n'est que de 0.08%.
Pour tester l'inuene des onditions aux bords, la dynamique A est arrétée à t = 1.78∗106
unités de temps. Les positions et les vitesses sont alors sauvegardées. Ce sont les nouvelles
onditions initiales. Les onditions aux bords sont ensuite modiées, puis la dynamique est
relanée. Dans le premier as, la dissipation est enlevée. La dynamique est don dans e as
miroanonique. Dans le deuxième as, la dissipation est mise sur le 10-ième atome. La gure
1.7 montre e qui se produit dans haun de es deux as.
En l'absene de dissipation aux bords (gure 1.7, à gauhe) la loalisation d'énergie onti-
nue à se propager, puis elle rebondit sans déformation. Le rebond est similaire à elui de la
dynamique A (gure 1.6). La dissipation ne joue pas don pas de rle dans la onservation
de l'étalement de la loalisation énergétique au ours d'un rebond ni dans le phénomène de
rebond lui-même.
La dissipation en position 10 réduit la loalisation d'énergie (gure 1.7, à droite). La perte
d'énergie totale de la haîne au ours du rebond est ette fois de 10.5%. Le module de la
vitesse a diminué. La réexion est don moins élastique. La dissipation est ette fois bien plus
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Fig. 1.7  Interation de la loalisation énergétique ave les bords. Les onditions de dissipation
sont diérentes. A gauhe, la dissipation est enlevée et à droite, la dissipation est mise sur
l'atome numéro 10. La dynamique est relanée à t = 1.75 ∗ 106 unités de temps ave pour
positions et vitesses initiales elles de la simulation A.
ressentie par la loalisation d'énergie. Le défaut d'énergie que l'on peut imaginer à proximité
de la position où la dissipation se produit n'est pas "fuit" par la loalisation d'énergie de
manière susamment eae (on rappelle que le temps aratéristique de la dissipation est
1
γ = 20 unités de temps, e qui laisse largement le temps à e défaut de s'établir au voisinage
de l'atome 10, avant que ne se produise le rebond).
Les rebonds de la dynamique A sont don aussi déterminés par les propriétés des bords
de la haîne et non pas seulement par la dissipation ou par le défaut d'énergie au voisinage
de la dissipation. Une expliation possible vient de la propriété suivante : haun des atomes
a deux voisins, exeptés eux des deux extrémités qui n'en ont qu'un seul. La rigidité loale
y est don divisée par deux. On peut don faire omme hypothèse que la loalisation évite e
défaut de rigidité lorsqu'elle approhe d'un bord. De e fait, elle fuit le bord à une distane
telle qu'elle ne rentre jamais en interation ave la dissipation mise aux extrémités 1 et N. La
dissipation permet au système de vider son énergie et le défaut de rigidité aux bords semble
aider la loalisation à ne pas rentrer en ontat ave elle. Cette expliation sera testée par la
suite, lors de l'étude des modèles protéiques.
La trajetoire d'une loalisation n'est pas toujours aussi simple. Considérons à nouveau la
dynamique A, entre t = 1.92 ∗ 106 et 2 ∗ 106 unités de temps ette fois (la gure 1.8). An de
représenter onvenablement l'énergie de tous les atomes, l'énergie ainsi que le logarithme de
l'énergie des sites sont traés. A t = 1.92 ∗ 106 unités de temps, la loalisation énergétique a
un mouvement retiligne. A t = 1.94 ∗ 106, la loalisation d'énergie hange de diretion, puis
à t = 1.96 ∗ 106 unités de temps elle eetue un rebond et enn à t = 1.98 ∗ 106 elle hange à
nouveau de diretion pour nalement avoir de nouveau un mouvement retiligne. Elle a une
trajetoire qu'on peut qualier de "haotique", puisqu'elle est manifestement très sensible à son
environnement. Traé en fontion du logarithme de l'énergie, le fond énergétique apparaît. On
voit alors qu'une sorte de nuage très faiblement énergétique (d'une énergie 105 fois inférieure
à elle de la loalisation) se déplae à l'intérieur de la haîne. Il rebondit apparamment sans
se dissiper sur le bord du système et, à haque interation ave la loalisation énergétique, il
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Fig. 1.8  Mouvement d'une loalisation énergétique dans la haîne. L'énergie (en haut) et le
logarithme de l'énergie (en bas) par site sont traés en fontion du temps.
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la dévit. Le nuage rebondit alors et repart dans la diretion opposée.
Une étude onernant l'hamiltonien FPU à une dimension a montré que des loalisa-
tions haotiques apparaissent à toute énergie dans le système, don sans seuil énergétique
d'exitation [14℄. La loalisation d'énergie dominante se déplae sur e fond de loalisations
énergétiques "mineures", interagit ave elles, e qui modie ses propriétés inétiques. L'inter-
ation du fond énergétique et de la loalisation haotique à forte énergie n'est dans e as pas
onstrutive. L'interation de la loalisation énergétique ave son environnement est diérente
pendant la phase d'instabilité modulationnelle et après ette phase.
An de mieux omprendre l'origine de e fond énergétique, une nouvelle dynamique est
générée. Comme nous allons le voir, à ette énergie initiale
E(0)
N = 0.05, le système ne présente
pas toujours de loalisation énergétique. Le fond énergétique peut alors être étudié en l'absene
de loalisation énergétique. La nouvelle dynamique est engendrée ave la même énergie initiale,
mais ave des vitesses initiales diérentes. Le logarithme de l'énergie sur haque site est traé.
Le premier as (gure 1.9) est le as étudié depuis le début de la thèse, à savoir la dynamique A.
Il omporte une loalisation d'énergie supérieure à l'énergie initiale par site. Le deuxième as
(gure 1.10) est le as ave des vitesses initiales diérentes. Il ne présente pas de loalisation
énergétique supérieure à l'énergie initiale par site. Dans les deux as, des formes énergétiques
sont présentes à une énergie d'environ 10−7 unités. Elles s'étendent sur ∼ 50 atomes. Des
défauts très faibles (∼ 10−10 l'énergie moyenne initiale) apparaissent par moment dans la
haîne. Ils ont des temps de vie de l'ordre de la période des mouvements harmoniques les plus
lents du système. Ils orrespondent à des noeuds de es mouvements.
Le fond énergétique sur lequel se développe une loalisation d'énergie est don à priori
le même ave ou sans présene de loalisation d'énergie haotique. La loalisation d'énergie
n'aete don à priori pas l'environnement dans lequel elle s'est développée.
Il vient d'être montré qu'un fond énergétique est présent dans la haîne et qu'il n'est pas
onditionné par la présene d'une loalisation énergétique. Ce fond peut avoir des interations
fortes ave la loalisation énergétique, puisqu'il est apable de provoquer des hangements de
la diretion de propagation de elle-i. Ces interations induisent de plus des déstabilisations
suessives. La durée de vie de la loalisation énergétique est don probablement liée à es
interations. An d'étudier la durée de vie d'une loalisation énergétique, une autre simulation
est analysée.
3/ La dissipation d'une loalisation d'énergie.
L'énergie initiale par site est ette fois de E(0)/N = 0.384. Les graphes présentent l'énergie
et non le logarithme de l'énergie (gure 1.11). Ils orrespondent à des intervalles temporels
de même longueur (∆t = 8 ∗ 103 unités de temps), pris à trois moments diérents de la
simulation : t = 2 ∗ 105, 1.2 ∗ 106 et 1.6 ∗ 106 unités de temps. Deux loalisations énergétiques
sont présentes dans le système à t = 2∗105. L'une d'elles est à la position 225 et a une énergie
de ∼ 0.05 unités. L'autre est à la position 150 et a ∼ 0.02 unités d'énergie. Elles ont des
vitesses prohes (∼ 0.03 distane interatomique par unité de temps) mais pas égales. Elles
entrent en interation vers t = 2.018 ∗ 105. Pendant l'interation, il n'y a pas superposition
des énergies des deux loalisations.
Les trois graphes montrent que les loalisations d'énergie s'étalent peu à peu et sont de
moins en moins énergétiques (les éhelles d'énergie baissent de haut en bas). L'étalement de la
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Fig. 1.9  Energie sur haque atome dans la haîne (dynamique A).
Fig. 1.10  Energie sur haque atome de la haîne. Les vitesses initiales sont diérentes de
elles de la dynamique A, e qui a onduit à une absene de loalisation haotique.
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Fig. 1.11  Energie sur haque atome de la haîne lors de la dissipation d'une loalisation
haotique. Les intervalles de temps sont de même longueur (8∗103 unités de temps). En haut,
on montre l'énergie des atomes de la haîne à t = 2 ∗ 105, au milieu, à t = 1.2 ∗ 106 et, en bas,
à t = 1.6 ∗ 106 unités de temps. Les éhelles d'énergie hangent aussi : en haut elle est limitée
à 0.05 unités d'énergie, au milieu à 8 ∗ 10−3 et en bas à 4 ∗ 10−3. La loalisation énergétique
s'étalle peu à peu et dissipe son énergie.
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loalisation énergétique, initialement sur quelques atomes, s'eetue nalement sur une ving-
taine d'atomes. Dans la représentation ommenant à t = 1.6∗106 unités de temps (en bas), la
deuxième loalisation n'est plus présente, mais des interations destrutives ave la première
loalisation sont à noter, par exemple aux instants : t = 1.604 ∗ 106 et t = 1.607 ∗ 106. Il y a
don eu déstruturation des loalisations énergétiques, puis dissipation.
Préonlusion sur les loalisations haotiques :
- La loalisation énergétique a une énergie bien supérieure à elle des autres atomes du système
et qui peut être plus grande que l'énergie initiale par site.
- Elle a un temps de vie très long par rapport aux éhelles de temps aratéristiques du
système.
- Elle semble fuir les régions peu rigides.
- Elle peut interagir ave des strutures d'énergie très faible.
- Elle se développe spontanément, mais pas systématiquement.
1.3.2 Propriétés spatiales
Pour analyser l'étalement de l'énergie de la loalisation, une simulation durant laquelle on
observe une loalisation qui reste pendant plus de 106 unités de temps sur une position xe
est onsidérée. Rappellons qu'un tel omportement a déja été vu, dans le as de la dynamique
A. En eet, entre t = 2 ∗ 106 et t = 2.01 ∗ 106 unités de temps, on peut remarquer que la
loalisation énergétique ne bouge pas dans la haîne (voir gure 1.9).
Pour des raisons détaillées dans la partie 1.4.5, l'énergie initiale
E(0)
N et le pas a sont
augmentés. Une simulation est générée ave les paramètres suivants :
E(0)
N = 1 et a = 4.
La loalisation énergétique reste alors autour d'une position atomique xe entre les temps :
tf = 2 ∗ 106 et 2.2 ∗ 106 unités de temps. Les vitesses instantanées sont traées pour haque
atome à t = tf (Fig 1.12). Le module des vitesses a un maximum pour les atomes 87 et 88. La
déroissane de l'amplitude est rapide et symétrique. Le prol des vitesses est antisymétrique
autour de la position 87.5. Les atomes osillent don en opposition de phase. Seulement 6
atomes ont des énergies non négligeables. Cette forme antisymétrique ave deux atomes très
exités a été souvent observée dans le as de loalisations immobiles.
Du fait qu'elles osillent, es loalisations énergétiques sont appelées "breathers". On parle
notamment de breathers haotiques pour désigner es objets. Le mot breather vient du fait
que les osillations ont des propriétés partiulières de "respiration", une fréquene d'osillation
spéique, notamment.
L'étalement "stationnaire" est maintenant étudié. Pour ela, l'intégration des énergies i-
nétiques est eetuée entre tf = 2 ∗ 106 et 2.2 ∗ 106 unités de temps pour haque atome (voir
gure 1.13). Un zoom est aussi eetué pour les atomes 82 à 93. La déroissane de l'énergie
inétique moyenne d'un breather haotique est bien dérite par une gaussienne sur ∼ 4 atomes.
Cela représente 96.25% de son énergie inétique. Une fois la gaussienne entrée sur la position
87.5, deux paramètres sont à ajuster : la hauteur et l'éart type de la distribution. La hauteur
passe par les atomes 87 et 88, puis l'éart type ajuste l'énergie des atomes 86 et 89. L'éart
type de la gaussienne est de σ = 0.84 position atomique. La gaussienne ne passe pas par les
atomes suivants. De fait, l'énergie inétique s'étale exponentiellement sur 15 atomes, soit entre
les positions 68 et 83 à gauhe, et les positions 92 et 107 à droite. Le fond énergétique qui
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Fig. 1.12  Vitesses instantanées des atomes à t = 2 ∗ 106 unités de temps (noir). En rouge, il
s'agit des valeurs maximales et minimales par site obtenues entre t = 2 ∗ 106 et t = 2.2 ∗ 106
unités de temps. Les paramètres sont E(0)/N = 1 et a = 4.
onerne environ 200 atomes a approximativement 10−4 fois moins d'énergie que le breather
haotique entré sur les atomes 87 et 88. Les bords dissipent l'énergie du système sur une
distane d'environ 10 atomes.
La desription mathématique de et objet est don omplexe. Dans le as de l'hamiltonien
de Fermi Pasta et Ulam (équation 1), la solution exate a été dérite [8℄, [10℄, [11℄. Pour y
aéder par approximation, plusieurs algorithmes ont été proposés :
- L'approximation par éhelles multiples a été présenté par Remoissenet [36℄. On déompose
la solution breather en plusieurs fontions des éhelles de temps qui lui sont propres. L'intro-
dution de elles-i dans les équations du mouvement permet de remonter à l'approximation
reherhée.
- L'approximation par onde tournante ou RWA (Rotating Wave Approximation) onsiste à
herher diretement des solutions harmoniques de fréquene "breather". Puis, par approxi-
mation dans les équations du mouvement, une solution est déterminée [12℄.
Les deux tehniques amènent à une résolution de systèmes très similaires [13℄. Si on onsi-
dère la solution breather de la forme : |vi| = A ∗ sech(iB), où i le numéro de l'atome, vi la
vitesse de l'atome i et seh la fontion "séante hyperbolique", le t de ette fontion donne
une desription meilleure que la gaussienne pour les atomes 84 à 91 (voir gure 1.13). 97.34%
de l'énergie de la haîne est alors orretement dérite.
1.3.3 Propriétés dans l'espae des modes
Les breathers sont des solutions osillantes de la haîne, spatialement loalisées. Les a-
ratéristiques d'une telle osillation peuvent être données par le spetre du mouvement des
atomes. Pour ela, on analyse le mouvement des atomes 88 (un des deux atomes entraux du
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Fig. 1.13  Vitesses au arré des atomes moyennées sur 2∗105 unités de temps (noir) après tf .
L'approximation gaussienne est en rouge et elle par un sech2 en bleu. La ourbe d'en haut
est traée pour les atomes 1 à 256. La ourbe du bas est un zoom sur les atomes 82 à 93.
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breather haotique) et 150 (loin du entre du breather haotique). Les spetres du mouvement
de es deux atomes sont traés sur la gure 1.14. L'intervalle de temps onsidéré est situé
après tf , lorsque le breather haotique reste sur les positions atomiques 87 − 88. Le alul
du spetre harmonique de la haîne de 256 atomes (voir annexe 6.1) donne les fréquenes de
la haîne à basse énergie (petits déplaements). Les limites des pulsations harmoniques sont
ω1 = 2 ∗ sin( π2N ) ∼ 0.01 et ω3N = 2.
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Fig. 1.14  Spetre de Fourier du mouvement de l'atome 88 appartenant au breather (rouge)
et de l'atome 150 loin du breather (noir). La fréquene du breather est au dessus du spetre
linéaire (ω ∈ [0.01; 2]). Cette omposante dominante omporte deux autres omposantes sy-
métriques, de part et d'autre de la fréquene breather. Spetre alulé sur 2 ∗ 103 unités de
temps.
Le mouvement de l'atome 150 a des omposantes spetrales faibles. Sa pulsation dominante
est égale à 2, 'est-à-dire à la pulsation ω3N du mode linéaire le plus rapide. Son spetre a, de
plus, quelques autres omposantes linéaires plus faibles, mais auune omposante signiative
n'est à noter en dehors du spetre linéaire. Le spetre du mouvement de l'atome 88 a une
pulsation dominante : ωB = 2.442. Elle est au-delà du spetre linéaire. Celle-i est aompa-
gnée de deux pis symétriques, de part et d'autre de la pulsation à ωB = 2.44 : ω− = 2.00
et ω+ = 2.88. On peut érire ela : ω± = ωB ± δ ave δ ∼ 0.44. Deux harmoniques du pi
prinipal sont aussi présentes : ωH1 = 7.33 ∼ 3ωB et ωH2 = 12.21 ∼ 6ωB .
Il a été montré par Kosevih [37℄ que pour l'hamiltonien de Fermi, Pasta et Ulam, la valeur
δ est reliée à VB la vitesse de translation du breather haotique le long de la haîne : VB =
3δ
2π .
Dans notre système, VB ∼ 0.21, mais le breather reste pendant l'intervalle de temps onsidéré
autour de la position 87.5. Dans [37℄, il a été montré que s'il venait à se déplaer, il le ferait à
la vitesse VB . De plus, le oeient de Fourier aux deux fréquenes ω± est moins important
que elui à ωB. Selon [37℄, lorsque le breather haotique se met à se déplaer à la vitesse VB ,
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le spetre de son mouvement a alors des fréquenes ω+ et ω− dominantes et un sous pi en
ωB. Les deux fréquenes ω± ativées sont don synonymes de mouvement. Les faibles pis du
spetre du mouvement des atomes du breather haotique à ωB±2∗δ, ωB±3∗δ, et, suggèrent
que la vitesse d'un breather haotique est quantiée, ave des vitesses en 2∗VB , 3∗VB , moins
probables [37℄.
Dans [37℄, le lien entre la pulsation d'un breather haotique et son énergie a été mis en
évidene. La gure 1.15 présente e résultat. La pulsation ωB d'un breather haotique aug-
mente ave l'énergie. Si la relation entre la pulsation et l'énergie est déterministe, elle n'est
ependant pas triviale.
Fig. 1.15  Graphe tiré de [37℄. Pulsation ωB du breather (appelée "frequeny" dans et
artile) en fontion de son énergie. Notre breather (de la gure 1.6) a une pulsation ωB = 2.44
et l'énergie totale de la haîne est de 2.03. En posant que l'énergie de la haine est égale à
elle du breather, on tombe bien sur la ourbe de Kosevih.
Pour analyser plus en détails nos breathers haotiques, nous eetuons une analyse en
omposantes prinipales (notée ACP). L'ACP est aussi onnue sous le nom de transformée
de Karhunen-Loève ou bien de transformée de Hotelling (en l'honneur d'Harold Hotelling).
Sur un intervalle de temps, ette méthode identie les mouvements orrélés de plus grande
variane [60℄. Pour ela, on érit :
Sij =< (xi− < xi >)(xj− < xj >) > (9)
où xi est la oordonnée de l'atome i et <> est la valeur moyenne sur l'intervalle de temps
onsidéré. La méthode onsiste à diagonaliser S, 'est-à-dire à déterminer les diretions de RN
le long desquelles la dynamique a la plus grande amplitude (axes propres de S). Pour un po-
tentiel harmonique, S a ses éléments non diagonaux nuls dans la base des modes harmoniques.
Dans e as, les axes propres de S sont égaux aux axes propres des modes harmoniques. C'est
pourquoi ette approhe a aussi été appelée "Analyse Quasi-harmonique" [50℄.
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Pour la simulation préédente, possèdant une loalisation énergétique autour des atomes
87 et 88, on eetue don une ACP. L'intervalle de temps de l'analyse est de 2 ∗ 103 unités de
temps, et il est situé après tf = 2∗106 unités de temps. Le mode ACP le plus ample représente
74% de la variane totale des déplaements des atomes du système. La dynamique du système
est don bien dominée par le mode breather. La diretion du mode breather est notée
~B.
Les modes suivants, lassés par ordre déroissant de leur variane, en représentent 15.6% et
4.7%. Les autres varianes sont quasi nulles dans et intervalle de temps. Le mouvement des
N atomes du système est don parfaitement desriptible ave ∼ 3 dimensions.
An d'analyser le mode breather
~B suivant une base de veteurs onnue de RN , ~B est
déomposé sur la base des modes normaux
~N i (voir annexe 6.1). On dénit la omposante Ci
par :
Ci = ( ~B ∗ ~N i)2 =

 N∑
j=1
N ij ∗Bj


2
(10)
où
~B = (Bj)j∈[1,N ] est le mode breather sur les N atomes et
~N i =
(
N ij
)
j∈[1,N ]
le i-ème mode
normal. Cette omposante est alulée pour haque mode normal. La gure 1.16 montre ette
déomposition. 1/5-ième des modes de haute fréquene déomposent à 72.9% le mode breather,
et il n'y a que très peu de omposantes de basse fréquene. Globalement, plus un mode est de
basse fréquene et moins il intervient dans le mouvement breather. La déomposition en "un
mode sur deux" à haute fréquene est à noter.
Dans l'hamiltonien FPU, il a été montré que dans la phase d'instabilité modulationnelle
e sont les modes de haute fréquene les plus amples qui se hangent en modes breathers
[17℄ [25℄. Le fait qu'une exitation initiale du système par des modes de haute fréquene
ressemble déjà beauoup au mode breather (voir gure 1.16) permet de omprendre pourquoi
les loalisations énergétiques ont plus de hane d'être initiées ainsi, et don de se développer
dans le système. Cependant, en n'étant déomposable que sur de nombreuses (un "ontinum"
de) diretions harmoniques, on peut supposer que le mode breather évite ainsi d'intéragir ave
elles-i. Cei serait une des raisons permettant de omprendre sa stabilité. Par ailleurs, dans
la partie préédente, onsarée à l'étude du mouvement de la loalisation, nous avons dérit
une propriété de la loalisation énergétique à savoir : elle fuit les basses fréquenes, e qui lui
permet de ne pas entrer en ontat ave la dissipation plaée sur les bords. La déomposition
du mode breather, ne s'eetuant pas sur les modes de basse fréquene, on peut maintenant
expliquer pourquoi les breathers haotiques semble éviter les basses fréquenes du système.
1.4 Générer un breather haotique
Les onditions d'apparition d'un breather haotique sont maintenant étudiées. Dans un
premier temps, un paramètre aratérisant la loalisation énergétique est déni. Il permet
d'identier quelques onditions d'existene de elle-i.
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Fig. 1.16  Déomposition sur les modes harmoniques du mode breather déterminé par une
ACP sur 2∗103 unités de temps. Les modes harmoniques sont lassés par fréquenes roissantes.
1.4.1 La loalisation d'énergie
On dénit un paramètre de loalisation au temps t, noté L(t) :
L(t) = N ∗
∑N
i=1E
2
i (t)
(
∑N
i=1Ei(t))
2
(11)
Si l'énergie est équirépartie parmi p atomes des N de la haîne, L vaut Np . Une loalisation
sur un seul atome donne L = N et une équipartition parfaite donne L = 1. Dans le as de
la haîne FPU, à l'équilibre thermique, la fontion de loalisation utue autour d'une valeur
moyenne. Dans le as purement harmonique, la valeur moyenne < L >t peut être alulée
analytiquement : < L >t= 7/4 = 1.75. Dans le as purement quartique < L >t= 19/9 ∼ 2.11.
Pour un potentiel ombinant les deux termes, à l'équilibre thermique, < L >t dépend de
l'énergie moyenne par site ǫ = EN [20℄.
La gure 1.17 montre le paramètre de loalisation d'énergie, traé en fontion du temps,
dans le as de la simulation A. La fontion de loalisation est une fontion roissante ave le
temps. Elle part d'une valeur prohe de la valeur harmonique (1.75). Elle augmente puis se
stabilise à L ∼ 28. Au ours de ette dynamique, l'énergie se loalise dans la haîne, omme
il a été vu préédemment (voir par exemple la gure 1.5). Lorsque la fontion de loalisation
augmente, le breather haotique n'a pas enore atteint sa forme typique. Le rapport entre
l'énergie de ses deux atomes les plus exités et le fond énergétique de la haîne augmente.
Finalement, un état quasi stationnaire apparaît après t = 106 unités de temps.
Un raisonnement simple permet de omprendre e que signie la valeur du palier de lo-
alisation. En onsidérant un système sans utuation, on en déduit un nombre, p = NL ∼ 9,
d'atomes exités sur un fond énergétique nul. L'énergie du système est don loalisée sur
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Fig. 1.17  Fontion de loalisation (noir) en fontion du temps. Le moyennage de ette
fontion (blan) est eetué sur une fenêtre glissante de 4 ∗ 103 unités de temps. La fontion
de loalisation est une fontion roissante ave le temps. Elle sature à une valeur de L ∼ 28.
environ 3.5% des atomes. Les utuations sur le plateau de loalisation ont une amplitude
maximale de 12.45. Par le même raisonnement, on en déduit qu'un nombre p ∼ 3 atomes
perdent et regagnent de l'énergie ontinuellement. L'enveloppe du breather haotique utue.
Au ours de la simulation, la fontion de loalisation augmente, e qui signie que le
nombre d'objets énergétiques diminue. Or les utuations d'un système non orrélé évoluent
en ∼ 1√p où p est le nombre d'objets identiques du système. C'est pourquoi, la utuation
totale augmente. Des irrégularités sont ependant notables dans la roissane des utuations.
Les valeurs de la utuation de la fontion de loalisation sur deux intervalles de longueur
identique sont données dans la table 1.
Intervalle I [6 ∗ 105; 8 ∗ 105℄ [8 ∗ 105; 106℄
< L >I 21.75 23.87√
< (L− < L >I)2 >I 3.39 2.56
< E >I 16.79 ∗ 10−4 16.00 ∗ 10−4
Tab. 1  Loalisation roissante ave une utuation de loalisation déroissante. L est la
fontion de loalisation. I est l'intervalle onsidéré. < L >I est la valeur moyenne de la
fontion de loalisation sur l'intervalle I. < E >I est la valeur moyenne de l'énergie totale du
système sur I. La moyenne a été eetuée pour 105 mesures.
Entre les deux intervalles [6 ∗ 105; 8 ∗ 105℄ et [8 ∗ 105; 106℄, la moyenne de la fontion de
loalisation augmente, don le nombre d'objets loalisés diminue. Les utuations d'un sys-
tème en
1√
p (ave p le nombres d'objets) devraient alors augmenter de 5%. Cependant, elles
passent de 3.39 à 2.56 soit 24% de moins.
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An d'interpréter es valeurs, la position où l'énergie est maximale est traée en fontion
du temps sur es deux intervalles (gure 1.18). Le mouvement de la loalisation énergétique
Fig. 1.18  Position de l'atome le plus énergétique de la haîne à haque instant sur l'intervalle
de temps : [6 ∗ 105; 106℄.
est "moins balistique" sur l'intervalle [6 ∗ 105; 8 ∗ 105℄ que sur l'intervalle [8 ∗ 105; 106℄. Sur le
premier intervalle, le fond énergétique fait hanger la loalisation de diretion de propagation
trois fois. La utuation de la loalisation non-linéaire aete don les utuations totales du
système. Au ours de la dynamique, lorsque l'objet ne hange pas de diretion de propagation,
la loalisation est plus stable. La valeur de L utue alors moins.
An de pouvoir aratériser l'évolution du paramètre de loalisation, plusieurs formules
pour ter L ont été proposées [28℄ [29℄. Considérons la formule empirique proposée par F.
Piazza [28℄ :
L(t) =
L0 + L∞( tt0 )
σ
1 + ( tt0 )
σ
(12)
Les paramètres de la formule à onsidérer sont les suivants :
- L0 est la valeur initiale de la loalisation. Elle dépend de
E(0)
N . Ii, elle est prohe de 1.
- L∞ est la valeur du plateau de loalisation moyen sur lequel le système va se stabiliser à la
n de la relaxation. Cette mesure quantie l'état du système aux temps longs. Elle aratérise
la réussite (ou non) d'une loalisation.
- t0 est le temps de demi loalisation. Pour t = t0, la loalisation est à la moitié de sa
roissane : L(t0) =
L0+L∞
2 .
- σ est l'exposant de la loalisation. Plus σ est grand devant 1, plus la loalisation est
rapide. Lorsque σ tend vers ∞, L tend vers la fontion marhe.
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L'approximation par t est eetuée ave la fontion de loalisation lissée par une fenêtre
glissante. Elle est présenté sur la gure 1.19. Cette approximation est partiulièrement bonne
sur l'ensemble de l'intégration, notamment aux temps longs.
Finalement, une observable de la fontion de loalisation aratérisant le système entre
t = 0 et tf = 2 ∗ 106 unités de temps est, dans la suite de la thèse, appelée MaxL. C'est la
valeur maximale de la fontion de loalisation jusqu'à tf . Cette valeur vaut 35.06 dans le as
de la simulation A. Elle quantie la valeur maximale de la onvolution entre la valeur moyenne
de la loalisation et ses utuations.
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Fig. 1.19  Lissage de la fontion de loalisation sur une fenêtre glissante de 4 ∗ 103 unités
de temps en fontion du temps (rouge) et l'approximation par t (noir) ave L0 = 1.79,
L∞ = 30.44, t0 = 9, 1 ∗ 104 et σ = 1.30.
1.4.2 Quelques onditions d'existene des loalisations d'énergie
An d'étudier l'établissement de loalisations énergétiques non-linéaires dans la haîne,
la fontion de loalisation est analysée. Tout d'abord, le rle de la non-linéarité est souligné.
Ensuite, l'inuene des onditions aux bords est étudiée. De ette façon, quelques onditions
d'existene des breathers sont obtenues.
1/ Non linéarité du potentiel.
Soit le potentiel harmonique standard :
V (x) =
1
2
x2 (13)
La fontion de loalisation est traée pour deux dynamiques, l'une ave le potentiel har-
monique, l'autre ave le potentiel FPU (dynamique A). MaxL passe alors de 35.06 pour un
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Fig. 1.20  Fontion de loalisation du système en fontion du temps pour le potentiel FPU
(noir) et le potentiel harmonique (rouge).
potentiel FPU à 3.57 pour un potentiel harmonique. Il devient alors impossible d'approxi-
mer la ourbe de loalisation par la formule 12 du fait de la quasi absene de loalisation
énergétique dans le système harmonique.
Dans la simulation A, le mode de loalisation énergétique est un mouvement dont la om-
posante de fourier dominante est non-linéaire (voir gure 1.14). Si le potentiel est harmonique,
par dénition, les modes ne peuvent avoir de omposantes de fourier non-linéaires. Cependant,
un système harmonique a tous ses modes harmoniques non ouplés entre eux. Lorsque le sys-
tème est désordonné, il est possible qu'un de es modes n'ait pas de omposante à proximité
des bords. Il peut alors garder son énergie, la dissipation vidant tous les modes harmoniques
sauf eux qui ne sont pas ouplés aux bords. L'énergie du système à la n de la relaxation est
alors loalisée sur quelques modes harmoniques. Dans notre système, tous les modes harmo-
niques ont des omposantes non nulles aux bords. Ils dissipent don tous leur énergie. Comme
e sera détaillé par la ensuite, les modes de basse fréquene, possédant les plus fortes om-
posantes près des bords, sont dissipés en premier, puis suessivement, les autres modes sont
dissipés par ordre roissant de fréquene.
Par ailleurs, la stabilité d'un mode est dénie par sa apaité à resister aux perturbations,
notamment aux perturbations non-linéaires autour du potentiel harmonique. Si un mode har-
monique n'est pas ouplé au bord et qu'il a de l'énergie, une faible non-linéarité induira un
ouplage entre modes harmoniques, et don un transfert d'énergie entre modes, e qui se tra-
duira par de la dissipation. Un mode harmonique a don une stabilité faible, par rapport à un
mode breather.
2/ Conditions aux bords.
La simulation étudiée en 1955 par Fermi Pasta et Ulam fut eetuée sur un système dont
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les bords étaient xes. Dans ette thèse, les simulations sont eetuées ave des bords libres.
Pour évaluer l'eet des onditions aux bords, deux dynamiques sont étudiées : l'une ave des
bords libres, 'est-à-dire sans ondition spéique pour x˙1(t), x1(t), x˙N (t) et xN (t) et la dis-
sipation mise sur les atomes 1 et N (simulation A), l'autre, ave les bords xés, 'est-à-dire
x1(t) = a et xN (t) = N ∗ a, pour tout t, la dissipation étant ette fois mise sur les atomes 2
et N − 1.
Fig. 1.21  Fontion de loalisation du système en fontion du temps ave les onditions aux
bords suivantes : libres (noir) et xes (rouge).
La fontion de loalisation est traée sur la gure 1.21 pour les deux dynamiques. MaxL
passe de 35.06, pour des onditions aux bords libres, à 6.6 dans le as des bords xes. Il devient
alors impossible d'approximer la ourbe de loalisation par la formule 12.
Pour expliquer une valeur de L aussi basse, les taux de relaxation pour haun des modes
linéaires de la haîne sont onsidérés. Ce alul a été fait par F. Piazza [27℄ :
1
τα
=
{
1
τ1
cos2( (α−1)π2N ) Bords libres
1
τ1
sin2( απN+1) Bords xes
où τ1 =
N
2γ et où τα est l'éhelle temporelle de déroissane des N modes harmoniques, depuis
la plus basse fréquene (α = 1) jusqu'à la plus haute fréquene (α = N). Les deux systèmes
se omportent de manière opposée. Dans le as des bords libres, les basses fréquenes (α = 1)
sont dissipées en premier (τα petit). La loalisation non-linéaire est alors présente. Dans le as
des bords xes, les modes de basse fréquene sont dissipés en dernier (τα grand). La loalisa-
tion non-linéaire n'est alors pas présente.
La diretion d'une osillation non-linéaire dans l'espae des modes se déompose en une
ombinaison linéaire de modes harmoniques de haute fréquene (voir gure 1.16). On peut
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don penser que plus les modes de basse fréquene sont rapidement dissipés, plus la loalisa-
tion a la possibilité de se développer. Dans les onditions aux bords xes, les modes de basse
fréquene sont enore énergétiques à t = tf . Dans l'espae des modes, le système engendré ave
les onditions aux bords xes se déplae don dans un espae bien diérent de elui possédant
une loalisation non-linéaire.
3/ Eets des bords sur la loalisation
Dans la partie 1.3.1 onsarée à l'étude du mouvement de la loalisation énergétique de
la simulation A, il a été noté que les bords empêhent la loalisation énergétique de rentrer
en ontat ave la dissipation. An de voir à quelle distane la dissipation intéragit ave la
loalisation énergétique, les onditions aux bords libres suivantes sont étudiées (gure 1.22) :
Dissipation mise sur les atomes 1 et N (simulation A) et dissipation mise sur les atomes 2 et
N − 1.
Fig. 1.22  Fontion de loalisation du système en fontion du temps pour les onditions aux
bords suivantes : dissipation mise sur les atomes 1 et N (noir), dissipation mise sur les atomes
2 et N − 1 (rouge).
La fontion de loalisation est traée pour es deux dynamiques. MaxL passe de 35.06
pour la dissipation sur les atomes 1 et N à 9.17 pour la dissipation sur les atomes 2 et N − 1.
Dans le seond as, la loalisation roit ependant ave le temps, mais de manière moins nette.
L'énergie de e système est de 2.7 ∗ 10−2 à tf = 2 ∗ 106 unités de temps ontre 0.4 pour le
système ave la dissipation sur les extrémités.
La dissipation plaée sur les atomes prohes des extrémités inhibe la formation de loa-
lisation d'énergie. Même si la loalisation augmente, l'énergie à t = tf étant faible, auun
mouvement loalisé d'énergie supérieure à l'énergie moyenne initiale ne pourra être initié. La
dissipation sur les atomes 1 et N semble don être une ondition importante, qui permet de
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protéger la loalisation d'énergie de l'inuene des bords.
1.4.3 La Déroissane d'énergie
En relaxant l'énergie par les extrémités, le système n'est jamais à l'équilibre. La présene de
loalisation énergétique inue sur la façon dont le système dissipe son énergie. Cette dissipation
est étudiée an d'obtenir des onditions d'apparition d'une loalisation énergétique. Pour ela,
le potentiel FPU et les onditions aux bords libres sont à nouveau onsidérées et l'évolution
de l'énergie totale du système est étudiée :
E(t) =
N∑
i=1
Ei(t) (14)
où Ei(t) est l'énergie de l'atome i au temps t. Elle est traée en fontion du temps (gure
1.23) pour la simulation A. Notez que l'éhelle des énergies est logarithmique.
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Fig. 1.23  Énergie totale du système en fontion du temps. La dissipation devient lente après
104 unités de temps.
Entre t = 0 et 104 unités de temps, la dissipation est rapide. A partir de t = 104 unités
de temps, la relaxation devient lente. L'état du système est quasi stationnaire : peu d'énergie
s'en éhappe. A la n de la simulation, l'énergie E(t) vaut 0, 4 et les deux atomes entraux du
breather ontiennent ∼ 50% de l'énergie totale. Cependant, ommme ela va être vu par la
suite, le breather haotique n'est pas le seul responsable du ralentissement de la dissipation.
Pour omprendre la relaxation d'énergie et ainsi séparer l'inuene du breather haotique
des propriétés de la haîne, les temps longs sont étudiés. Pour ela, il onvient de traer la
dissipation en fontion de log(t). An que la représentation d'une exponentielle déroissante
soit toujours une droite, un deuxième log est appliqué à l'énergie. Ainsi D(t) la fontion de
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déroissane de l'énergie dérite dans [27℄ est onstruite :
D(t) = ln(−ln
(
E(t)− E(∞)
E(0) − E(∞)
)
) (15)
où E(∞) est la valeur de E à la n de la simulation. Dans notre système, il n'existe pas de
hiérarhie de minima loaux de diérentes énergies. Celui-i relaxe don vers un minimum
d'énergie potentielle nulle : E(∞) = 0. Notez que, dans ette représentation, une relaxation
exponentielle de l'énergie E(t) = E(0)∗e− tτ donne D(t) = ln(t)−ln(τ). En traçant en fontion
de log(t) = ln(t)ln(10) , on obtient une droite de oeient direteur ln(10) ∼ 2.3 et d'ordonnée
à l'origine τ . Cette représentation permet don de visualiser failement les omportements
exponentiels de diérents temps aratéristiques.
La gure 1.24 montre la fontion de déroissane de deux simulations : l'une à poten-
tiel harmonique, l'autre à potentiel FPU (la dynamique A). Une relaxation exponentielle de
l'énergie, ainsi qu'une fontion de t (présentée par la suite) sont aussi traées.
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Fig. 1.24  Fontion de déroissane de l'énergie totale en fontion du temps de l'énergie
du système FPU (noir), l'énergie du système harmonique (rouge), l'énergie d'une relaxation
exponentielle : E(t) = E(0) ∗ e−
t
τ1
(droite en marron). La fontion de t proposée dans [27℄
est en bleu. A t = 103 unités de temps, les simulations quittent le régime de déroissane
exponentielle pour un régime de déroissane lente. Après t = 107 unités de temps, les eets
de taille nie induisent un retour à la déroissane exponentielle de l'énergie pour le système
harmonique. La présene de breather haotique dans le système FPU empèhe e retour.
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Entre t = 0 et 103 unités de temps pour les deux simulations, la relaxation est exponen-
tielle. Cette exponentielle a un temps aratéristique égal à elui de la déroissane du mode
harmonique le plus lent (k = 1) de la haine soit τ1 =
N
2γ = 2560 unités de temps [27℄. La
non-linéarité ne joue don pas de rle signiatif lors de la relaxation de l'énergie du système
aux temps ourts, et e malgré la grande amplitude des mouvements durant la phase initiale
de la simulation.
Entre t = 103 et 3 ∗ 105 unités de temps, on quitte la relaxation exponentielle pour arriver
à un régime de déroissane lente. Pour les deux potentiels, elle se fait de la même manière
et en même temps. Il y a superposition des déroissanes de haun des modes harmoniques,
haun ayant son propre taux de déroissane [27℄. Cette hiérarhie de relaxations induit la
relaxation lente. C'est durant ette phase que des strutures se développent dans la haîne
(voir gure 1.4).
La troisième partie de la déroissane est un retour à l'exponentielle pour le système
harmonique. Cette exponentielle a un temps aratéristique de τN ∼ 2N3π2γ ∼ 6, 8∗107 unités de
temps qui est le temps aratéristique de déroissane du dernier mode harmonique énergétique
de la haîne [27℄. Dans le as de onditions aux bords libres, il s'agit du mode de plus haute
fréquene (k = N). En eet, la haine possède une taille nie, e qui signie qu'il existe un
nombre ni de modes harmoniques. Leur déroissane est suessive, jusqu'au dernier mode
harmonique possédant de l'énergie. Ainsi, le retour à une déroissane exponentielle signie
que les derniers modes se vident.
La non-linéarité empêhe que le système retourne à la relaxation exponentielle en s'af-
franhissant (provisoirement) de es eets de taille nie. Celle-i prolonge la relaxation lente.
Dans le as du potentiel "perturbé", le breather haotique est protégé de l'inuene de la
dissipation. Il peut alors onserver son énergie.
Pour ter le omportement aux temps ourts, une formule a été proposée par F. Piazza
[27℄, qui a montré que l'évolution du système peut être expliquée en utilisant les temps de
relaxation des diérents modes harmoniques du système :
E(t)
E(0)
=
1
π
∫ π
0
e
− 2t
τ(q)dq = e
− t
τ1 I0
(
t
τ1
)
(16)
où I0 est la fontion de Bessel modiée d'ordre zéro. Les τα =
N
2∗γ∗cos2( (α−1)pi/N
2
)
, α = 1..N ,
sont les taux de déroissane des N modes harmoniques. En approximant pour N grand la
somme disrète des τα sur les N modes par l'intégrale ontinue de τq sur q, on a : τα → τ(q).
Deux omportements sont alors identiés :
E(t)
E(0)
=
{
e
− t
τ1
Pour t<< τ1
1√
2π(t/τ1)
Pour t>> τ1
On retrouve la relaxation exponentielle pour t << τ1 ainsi que la relaxation lente pour
t >> τ1. Ces deux omportements dépendent seulement de l'éhelle de déroissane du mode
linéaire de plus basse fréquene. La fontion proposée ne rend évidemment pas ompte des
eets de taille nie. Ceux-i onduisent le système à se vider exponentiellement de son énergie
par le dernier mode harmonique exité, e qui n'est évidemment pas le as à la limite N → +∞.
Les propriétés de relaxation non exponentielle sont bien onnues dans les verres et les
verres de spins [6℄. De tels omportements ont souvent été onsidérés omme une onséquene
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d'une hiérarhie omplexe de minima de l'énergie potentielle du système. Les états métastables,
orrespondant à des ongurations à long temps de vie, onduisent en eet à un ralentissement
de la dynamique. Il a été montré pour la première fois par S. Aubry et G. P. Tsironis [7℄ qu'il
est possible qu'un système eetue une relaxation lente sans pour autant qu'il y ait d'états
métastables. Le potentiel du système étudié par S. Aubry et G. P. Tsironis était aussi le
potentiel FPU.
1.4.4 Des onditions d'existene données par la Déroissane de l'énergie
An de déterminer quelles sont les onditions d'existene des breathers haotiques, la dé-
roissane de l'énergie est étudiée en fontion des paramètres du système. Les paramètres
onsidérés dans ette partie sont la valeur γ de la dissipation, le nombre N de partiules dans
la haîne et l'énergie E(0) initiale.
1/ La dissipation : γ
γ dénit l'ordre de grandeur de la dissipation. Cette valeur est homogène à une fréquene.
Dans le alul proposé par F. Piazza [27℄, les éhelles temporelles de déroissane τα des
modes linéaires sont inversement proportionnelles à γ (voir formule 16). Pour des γ diérents,
il onvient don d'étudier les dynamiques en fontion de γt. La gure 1.25 montre trois dyna-
miques pour γ = 0.05, 0.005 et 0.00005.
100 1000
γ∗t
-2
-1
0
1
2
D
(t)
0.00005
0.005
0.05
Fig. 1.25  Fontion de déroissane pour trois valeurs de γ diérentes.
Pour γt < 100, la dissipation est exponentielle, de même γτ1 aratéristique, égal à
N
2 = 128. Pour γt > 100, la dissipation devient lente. Plus γ est faible et plus la relaxa-
tion lente s'eetue à basse énergie. Pour γ = 0.00005, l'énergie du système à γ ∗ t = 1000 est
∼ 6.5 fois plus basse que pour γ = 0.05.
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Baisser la valeur de γ augmente le temps aratéristique 1γ de la dissipation. Les modes
harmoniques peuvent alors eetuer de nombreuses périodes relativement au temps araté-
ristique de la dissipation. Ils se vident alors. Au moment de la relaxation lente, des valeurs
de γ spéialement basses font don perdre beauoup d'énergie au système. Cei ontraint la
loalisation énergétique à ne pouvoir se développer qu'à très basse énergie.
Augmenter γ permet don au système d'avoir plus d'énergie au moment de la relaxation
lente. Cependant, plus γ est augmenté, plus les taux de déroissane τα des modes harmoniques
sont abaissés (leur dépendane est en
1
γ dans la formule 16). Ainsi, les modes harmoniques de
basse fréquene seront aussi plus lentement dissipés et don auront plus d'énergie au moment
de la relaxation lente. Il a été vu dans la partie 1.4.2 que lorsque les modes de basse fréquene
ont trop d'énergie, ela gène la formation des loalisations non-linéaires dans le système. Enn,
augmenter γ revient à dissiper l'énergie du système plus rapidement, e qui permet de gagner
du temps de alul.
2/ Le nombre d'atomes : N
An de stabiliser le breather, l'énergie initiale et le pas a sont augmentés. Ce point sera
justié dans la partie suivante. Cei permet de montrer plus signiativement l'inuene du
nombre d'atomes N . La fontion de déroissane est traée pour des nombres d'atomes dié-
rents (gure 1.26). Elle est traée en fontion de t/N an d'aligner l'éhelle τ1 de déroissane
linéaire exponentielle au début des simulations (voir formule 16).
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Fig. 1.26  Fontion de déroissane de l'énergie du système en fontion du temps pour
diérentes longueurs de haîne. Les paramètres suivants sont utilisés : a = 4 et E(0)/N = 0.5.
Pour
t
N < 10, la déroissane est exponentielle de même onstante de temps égale à
1
2γ = 10
unités de temps. Pour
t
N > 10 et un nombre élevé d'atomes, on obtient une transition vers la
relaxation lente à plus basse énergie.
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La pulsation du mode harmonique le plus rapide du système est de 2. Elle ne dépend pas de
N . Augmenter N revient à ajouter au spetre harmonique des fréquenes plus basses. De plus,
hanger N revient à hanger les temps aratéristiques de dissipation des modes harmoniques.
Le omportement de la haîne est alors le même que si on modie
1
γ . Les résultats sont don
à l'inverse de eux obtenus préédemment.
Par ailleurs, nous avons vu que l'ation de la dissipation se fait à une distane d'environ 10
atomes de la loalisation énergétique (voir gure 1.6). Cei signie qu'une longueur minimale
de haîne doit être néessaire pour l'établissement d'une loalisation énergétique.
3/ L'énergie initiale : E(0)
L'étude de l'inuene de E(0) est aussi eetuée ave une valeur de a augmentée (a = 4).
La gure 1.27 montre l'inuene de l'énergie initiale sur la fontion de déroissane de l'énergie.
Pour les trois simulations, e sont les mêmes vitesses initiales, mais ave un module de plus
en plus grand.
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Fig. 1.27  Fontion de déroissane de l'énergie du système en fontion du temps. A gauhe,
les simulations sont présentées pour diérentes énergies initiales (ave une valeur de a égale à
4). A droite, la formule proposée par S. Aubry [9℄ pour ter la relaxation lente. L'approximation
par t a été eetué pour l'intervalle [2 ∗ 104 ;2 ∗ 106℄. La relaxation est d'autant plus lente
que l'énergie initiale est forte.
Pour t < 103 unités de temps, la déroissane est exponentielle de même onstante de
temps τ1 =
N
2γ ∼ 2560 unités de temps. Pour t > 103 unités de temps, une énergie initiale
forte entraîne une transition vers la relaxation lente plus marquée. La relaxation est d'autant
plus lente que l'énergie initiale est forte. Le ux thermique vers le bain à température nulle
est abaissé. Exiter le système ave de fortes énergie permet d'obtenir une déomposition
de l'évolution du système en deux tendanes bien distintes. La première onsiste à vider
l'énergie par un mode harmonique. L'énergie initiale n'a d'ailleurs pas de rle sur l'éhelle
temporelle de ette déroissane exponentielle via le mode harmonique le plus lent. Ensuite,
l'énergie se stabilise sur un plateau : elle déroit très lentement. La pente de la relaxation lente
diminue lorsque l'énergie initiale augmente. Le système retient don mieux son énergie (il en
a pourtant moins). Pour estimer ette pente, S. Aubry a proposé, en 1999, que la déroissane
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est approximée dans la haîne FPU à 1D (ou à 2D) par l'équation suivante [9℄ :
E(t)
E(0)
= e−α1∗t
α2
(17)
L'étude faite par S. Aubry a permis de quantier la dépendane de α1 et α2 en fontion de
l'énergie initiale. α1(E(0)) et α2(E(0)) ont des omportements opposés. α1 roît en fontion de
E(0), tandis que α2 déroît. La fontion de déroissane de la formule proposée par S. Aubry
est représentée par une droite de oeient direteur 2.3 ∗ α2 et d'ordonnée à l'origine α
− 1
α2
1 .
La gure 1.27 à droite montre l'approximation par t de la relaxation lente. Aux énergies
initiales roissantes, la pente de la fontion de déroissane est abaissée. Les valeurs de α2
passent de 0.12 à 0.04. Les valeurs de α1 augmentent de 0.6 à 3.5. L'équation 17 donne don
une bonne estimation de la relaxation lente.
1.4.5 Inuene de l'énergie initiale sur la réation des loalisations d'énergie
Le système, exité ave des énergies initiales roissantes, a des propriétés de relaxation
de plus en plus lente. De plus, il vient d'être vu que la relaxation lente est non seulement
une onséquene des propriétés de la haîne, mais aussi de la présene de loalisation énergé-
tique. An de savoir si l'exitation par des énergies initiales roissantes permet l'apparition de
breathers haotiques de manière plus fréquente, les diérentes observables de la fontion de
loalisation sont, dans ette partie, utilisées.
Le temps tf d'intégration pour haune des 85 dynamiques eetuées est le même (tf =
2.106 unités de temps). Trois valeurs de a sont omparées. L'eet de a est expliqué dans
la partie suivante. Les fontions de loalisation utilisées pour traer les ourbes de la gure
1.28 à la gure 1.32 ont été alulées ave l'énergie inétique Eci(t) des atomes et non pas
ave l'énergie totale omme préédemment. Les fontions de loalisation engendrées de ette
manière osillent don, mais les enveloppes sont globalement identiques, tout omme MaxL
bien sûr. Les valeurs de t (via la formule 12) sont alulées pour les fontions de loalisation
lissées.
La valeur de MaxL est traée en fontion de E(0)/N sur la gure 1.28. Les valeurs a = 1,
2 et 4 sont omparées. Pour E(0)/N ompris entre 5∗10−4 et 0.02 unités d'énergie, MaxL est
faible. La valeur de la fontion de loalisation ne dépasse pas 20. A partir de E(0)/N = 0.02, un
nuage de valeurs apparaît. La valeur deMaxL grandit ensuite presque linéairement en fontion
de E(0)/N , jusqu'à un palier, pour les plus grandes valeurs de E(0)/N testées. Cependant,
MaxL vaut ∼ 90 pour a = 2 et a = 4. Mais pour a = 1, le palier est plus bas, voisin de ∼ 50.
Augmenter l'énergie initiale permet don au système de loaliser plus failement son éner-
gie. De plus, omme il est montré dans la gure 1.27, ela onduit à des relaxations plus lentes.
Par ailleurs, baisser la valeur de a induit des valeurs de loalisation maximales moins fortes.
Le passage de a = 2 à a = 1 divise presque par deux la loalisation e qui augmente par deux
le nombre d'atomes partageant l'énergie. Nous verrons par la suite pourquoi.
Par ailleurs, pour expliquer les valeurs partiulièrement basses du paramètre de loalisation
aux basses énergies initiales, rappellons le résultat de S. Flah : dans l'hamiltonien de Fermi,
Pasta et Ulam, il n'existe pas de seuil énergétique pour exiter un breather haotique à une
dimension [14℄. Les breathers peuvent don avoir n'importe quelle énergie, et e, sans éner-
gie initiale spéialement forte. Cependant ave notre protoole de relaxation par les bords, le
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Fig. 1.28  Valeur maximale de la fontion de loalisation sur 2.106 unités de temps en fontion
de E(0)/N. Les distanes d'équilibre entre atomes liés sont a=1 (◦), a=2 (△) et a=4 (⋆). La
valeur de la loalisation augmente ave l'énergie initiale. Elle sature à haute énergie. Le palier
de saturation est nettement plus bas pour a = 1.
type et la qualité de la loalisation dépendent des énergies initiales. En augmentant l'énergie
initiale, les utuations du système sont augmentées. L'instabilité modulationelle s'eetue
ave des amplitudes plus grandes, e qui onduit à des valeurs du paramètre de loalisation
de l'énergie de plus en plus grande.
An d'aner notre analyse, la valeur de L∞ de la formule proposée par [28℄ (équation 12)
est traée sur la gure 1.29 en fontion de l'énergie initiale. Les ourbes L(t) utuant autour
de la valeur 1 (E(0)/N < 0.04), non approximables par l'équation 12, ne sont pas prises en
ompte. La valeur de L∞ augmente globalement en fontion de l'énergie initiale dans les trois
as : a = 1, a = 2 et a = 4. Des omportements partiuliers sont ependant à noter. Par
exemple pour E(0)/N ∼ 0.15, les valeurs de L∞ sont dispersées de la même façon pour les dif-
férents a, e qui n'est pas le as pour des valeurs de E(0)N supérieures. En eet pour
E(0)
N > 0.5
et a = 2 et a = 4, leur valeurs maximales de L∞ sont plus grandes que elles obtenues pour
E(0)
N < 0.5. Les valeurs de L∞ sont alors ∼ 60 ave une valeur maximale obtenue à L∞ = 85.
Par ontre pour a = 1, les valeurs de L∞ sont plus basses que elles obtenues pour
E(0)
N < 0.5.
Aux plus hautes valeurs de
E(0)
N , les valeurs de L∞ sont alors ∼ 30 ave une valeur maximale
de L∞ = 32. La saturation des valeurs de la loalisation à haute énergie initiale est enore
visible. Il existe don un type de loalisation optimal pour a donné. Plus a est grand et plus
la loalisation peut être forte. C'est e que nous expliquerons dans la partie suivante.
An d'évaluer la rapidité ave laquelle se développent les loalisations, le temps de demi
loalisation t0 est traé en fontion de la valeur de MaxL (gure 1.30). Une loalisation forte
(MaxL > 50) se fait tt (t0 ∼ 2 ∗ 105 unités de temps). Lorsqu'une loalisation se fait plus
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Fig. 1.29  Valeur de L∞ de la formule proposée par F. Piazza [28℄ pour ter la fontion de
loalisation. Celle-i est au préalable lissée par une fontion boîte de longueur ∆t = 2 ∗ 104
unités de temps. Les distanes d'équilibre entre atomes liés sont a=1 (◦), a=2 (△) et a=4 (⋆).
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Fig. 1.30  Temps de demi loalisation t0 en fontion de MaxL. Lorsque le système est
susamment loalisé, t0 est onstant et vaut∼ 2∗105 unités de temps. Les distanes d'équilibre
entre atomes liés sont a=1 (◦), a=2 (△) et a=4 (⋆).
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tard (t0 > 2 ∗ 105 unités de temps), elle a tendane à être à MaxL faible. Exepté un as à
a = 2, toutes les dynamiques ave t0 > 2 ∗ 105 sont pour a = 1. L'évolution des simulations
ave a = 1 est don ralentie. Nous étudierons l'évolution du système pour des valeurs du pas
a petites dans la partie suivante.
La valeur de t0 pour les loalisations fortes est approximativement la même, prohe de
2∗105 unités de temps. En eet, le temps aratéristique de déroissane du mode harmonique
le plus lent du système τ1 ne dépend ni de a, ni de E(0)/N , et 'est e temps qui xe le début
de la relaxation lente et don le début de la roissane de la fontion de loalisation. Notez que
dans notre simulation "de référene" (simulation A), le temps de demi loalisation est aussi
de 2 ∗ 105 unités de temps (voir gure 1.17).
La formule du t fournit aussi la valeur σ. L'information à noter, 'est que : toutes les
valeurs sont omprises entre 1 et 1.5, sans lien apparent ave la valeur de MaxL.
An de déterminer le lien entre la qualité d'une loalisation énergétique et l'état de la
haîne, l'énergie nale à t = tf est traée en fontion de MaxL (gure 1.31). L'énergie de
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Fig. 1.31  Energie à t = tf de la haîne en fontion deMaxL. La relation entre l'énergie de la
haîne et la loalisation est la même pour tous les breathers obtenus. Les distanes d'équilibre
entre atomes liés sont a=1 (◦), a=2 (△) et a=4 (⋆).
la haîne à tf augmente ave la loalisation. Il a été vu dans la partie 1.3.2 que le breather
haotique peut représenter jusqu'à 97.34% de l'énergie totale. Ainsi, plus il y a d'énergie dans
la haîne, plus il y a d'énergie dans le breather haotique, e qui le loalise. Pour stoker
d'avantage d'énergie, il onvient alors d'optimiser la loalisation du breather haotique. Les
dynamiques peuvent alors aboutir à une loalisation énergétique de valeur MaxL ∼ 100 et
ainsi onserver sur quelques sites une énergie supérieure prohe, de quelques unités.
Il a été vu dans la partie 1.3.1 qu'un breather haotique peut se déplaer dans la haîne.
Sa vitesse moyenne de déplaement, appelée V , est étudiée ii en fontion de MaxL, an de
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voir si ela a un lien ave la qualité de la loalisation. La vitesse est dénie par :
V =
1
M ∗ a ∗∆t
M∑
i=1
(X(tf + i ∗∆t)−X(tf + (i− 1) ∗∆t)) (18)
où X(t) = numéro de l'atome le plus énergétique au temps t. La moyenne est eetuée sur
M = 20 points espaés temporellement de ∆t = 104 unités de temps. tf = 2 ∗ 106.
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Fig. 1.32  Vitesse des breathers haotiques en fontion de MaxL. Les distanes d'équilibre
entre atomes liés sont a=1 (◦), a=2 (△) et a=4 (⋆). Plus le breather est loalisé et moins il a
tendane à se déplaer.
La gure 1.32 montre que la vitesse des breathers haotiques est toujours nulle pour
MaxL > 70. Pour MaxL < 70, les vitesses sont omprise entre 0 et 0.22. Le nombre de
as de loalisation à vitesse nulle est alors très faible. Augmenter l'énergie initiale permet
d'augmenter la valeur de MaxL et don tend à stabiliser les loalisations énergétiques au-
tour d'une position atomique xe. Les loalisations énergétiques sont don des strutures
qui peuvent se xer sur un site. Bien sûr, plus elles sont loalisées sur un site, plus elles sont
stables. La distane aux extrémités la plus faible trouvée dans nos simulations est de 7 atomes.
Les autres sites de loalisation xe semblent être répartis d'une manière "homogène" dans la
haîne. Etudier plus préisément la répartition des sites de loalisation énergétique néessi-
terait ependant d'avoir bien plus de simulations ayant abouties à la réation de breather
xes.
1.4.6 Cas partiulier des dynamiques à distane interatomique faible
Dans ette partie, le as partiulier des distanes interatomiques petites (a = 1) est analysé
plus en détails. Comme nous l'avons vu préédemment, la loalisation énergétique est moins
forte pour a = 1, dans le as des énergies initiales supérieures à 0.2. An d'essayer de om-
prendre pourquoi, les positions des atomes de la haîne sont traées à la n d'une simulation
pour laquelle E(0)/N = 0.3 (gure 1.33).
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Fig. 1.33  Positions des atomes en fontion de leur numéro à t = tf , pour E(0)/N = 0.3 et
a = 1. La haîne est dans un état désordonné.
La distane entre atomes est approximativement égale au pas a. L'énergie potentielle de
la haîne est don quasiment nulle. Pourtant, les atomes de la haîne ne sont pas alignés, par
ordre roissant de leurs positions. La haîne est dans un état désordonné. En prolongeant la
dynamique, la onguration de la haîne reste la même. Les positions osillent très légèrement
autour de ette onguration. La haîne est bien dans un état "gelé". Les ongurations -
nales désordonnées de la haîne sont don des états d'énergie potentielle nulle dans lesquel le
système a été piégé.
La façon dont ette onguration est atteinte est étudiée en suivant la position de quelques
atomes au début de la dynamique, lorsqu'il y a enore susamment d'énergie dans le système.
La gure 1.34 (en haut) montre l'évolution des positions des l'atomes 1, 2, 3, 4, 5 en fontion
du temps. La gure 1.34 (en bas) montre elle des atomes 1, 64, 128, 192, N=256, jusqu'à
approximativement t = t0, le temps de demi loalisation. Entre t=0 et 1000 unités de temps,
les atomes 1-2-3-4-5 sont alignés. Ils osillent. A t=1000 unités de temps, l'atome 3 prend la
4ième position, entraînant les atomes 1 et 2 dans un mouvement de grande amplitude. Puis
l'atome 4 prend la position 5, entrainant les atomes 1-2-3 vers l'intérieur de la haîne. Ensuite,
les atomes prennent suessivement des positions de plus en plus au oeur de la haîne. A
t = 30000 unités de temps, les multiples inversions de position s'eetuent au entre de la
haîne. A l'extrémité de la haîne, l'atome 1 est entraîné. Le omportement est symétrique
pour la deuxième extrémité. La haîne se déploit alors ave des positions inversées, et ainsi de
suite, jusqu'à e que la haîne ait dissipé par les bords susamment d'énergie pour ne plus
évoluer. Ce déploiement ave des "positions inversées" est de période ∼ 105, soit prohe de
T1 ∗N . Celui-i s'eetue aussi dans le as d'un potentiel harmonique.
Pour simplier la représentation du phénomène, prenons le as d'une haîne de 5 atomes. La
gure 1.35 montre shématiquement l'évolution de l'énergie potentielle de la haîne en fontion
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Fig. 1.34  Positions de quelques atomes en fontion du temps pour une valeur d'énergie
initiale élevée et une valeur de distane interatomique faible :
E(0)
N = 0.3 et a = 1. De multiples
hevauhements d'atomes voisins se produisent au ours de la simulation.
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de la position des atomes. Ces positions ne proviennent pas, ette fois, d'une simulation. Il ne
s'agit que d'un exemple. Initialement, les atomes sont alignés. Ensuite, le 5ieme atome passe
une première barrière d'énergie (entre les images 1 et 3). Celle-i vaut V = 12a
2 + 14a
4
. Puis
'est au tour de l'atome 4 : ette fois, la barrière d'énergie vaut V = 2 ∗ (12a2 + 14a4). Les
minima d'énergie sont bien sûr tous d'énergie nulle. Puisqu'auun ho répulsif n'est pris en
ompte, le hevauhement des positions est permis. A haute énergie, de multiples passages de
barrière d'énergie s'eetuent. Lorsque les atomes sont susamment énergétiques, la haîne
"solide" hange don d'état. Elle n'est plus "ristallisée".
Dans la haîne de N=256 atomes, pour a = 1 et E(0)N = 0.3, à t = 0, environ 2.5% des
atomes, soit ∼ 6 atomes, ont une énergie initiale supérieure à la barrière d'énergie (V=2*0.75)
au entre de la haîne. Les inversions des positions des atomes ne se font ependant à l'inté-
rieur de la haîne qu'après quelques milliers d'unités de temps (rappelons que la période du
mode harmonique le plus lent du système est de T1 = 628). Le système formant une haîne,
les atomes voisins sont entrainés.
An d'étudier l'inversion de la position des atomes, l'énergie potentielle d'une haîne de
deux atomes est étudiée. Le potentiel de l'atome 1, appelé V1, est traé en fontion de la
position x1 de l'atome 1, ave pour ondition l'atome 2 xé à sa position initiale x2(t) = 2 ∗ a
(gure 1.36).
V1(x1) =
1
2
(|2 ∗ a− x1| − a)2 + 1
4
(|2 ∗ a− x1| − a)4 (19)
Deux états d'équilibre existent pour l'atome 1 : xequi1 = x2± a. La barrière d'énergie entre
es deux positions est égale à
1
2a
2 + 14a
4
. Pour a = 1, 2 et 4, elle vaut suessivement 0.75, 6
et 72 unités d'énergie.
Pour aratériser l'état désordonné de la haîne, deux paramètres sont introduits. La dis-
tane minimale entre les atomes 1 et N, normalisée, est appelée L1. La longueur de la haîne
à la n de l'intégration, aussi normalisée, est appelée L2 :
L1 =
1
a ∗NMin|xN (t)− x1(t)|t∈[0;tf ] (20)
L2 =
1
a ∗NMax|xj(tf )− xi(tf )|(i,j)∈[1;N ]2 (21)
Par dénition, la valeur de L1 est toujours inférieure à la valeur de L2. Ces deux para-
mètres sont présentés dans le as d'un exemple simplié (gure 1.37). L1 rend ompte du
rapprohement des deux extrémités et don de la exibilité de la haîne lorsqu'il n'y a pas de
passages de barrière d'énergie. L2 donne la valeur de la longueur de la haîne à t = tf . Elle
aratérise l'état désordonné de la haîne à la n de la simulation. Aux fortes énergies initiales,
les passages de barrières sont fréquents. L1 peut alors devenir nulle. Aux faibles énergies, il
n'y a pas de passage de la barrière énergétique. L2 est alors onstant, et égal à 1. Ces deux
paramètres peuvent don permettre de aratériser l'état de la haîne aux faibles et fortes
énergies initiales. L1 et L2 sont traés en fontion de l'énergie initiale (gure 1.38).
Pour a = 1 : entre E(0)/N = 0.001 et 0.07, il n'y a auune inversion de position. Auun
atome n'a susamment d'énergie pour plier la haîne (L2 = 1), du fait des utuations
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1/ t=0 et V = 0
2/ t=500 et V = 12a
2 + 14a
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3/ t=1000 et V = 0
4/ t=1500 et V = 2 ∗ (12a2 + 14a4)
5/ t=2000 et V = 0
Fig. 1.35  Positions des atomes en fontion de leur numéro pour une haîne de 5 atomes. La
haîne évolue dans plusieurs minima de l'énergie potentielle. Les temps sont des temps tifs.
Cet exemple n'est pas une dynamique.
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Fig. 1.36  Potentiel inter atomique de l'atome 1 ave l'atome 2 xé en x2 = 2∗a. A ause de
la valeur absolue |2∗a−x1|, le potentiel possède deux puits. La barrière d'énergie est d'autant
plus grande que a est grand.
Fig. 1.37  Exemple simplié de l'évolution d'une haîne de 6 atomes. La valeur de L1 (èhe
rouge) est de
1
5 . La valeur de L2 (èhe noire) est de
4
5 .
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Fig. 1.38  L1 et L2 en fontion de E(0)/N. Les distanes d'équilibre entre atomes sont a=1
(◦), a=2 (△) et a=4 (⋆).
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thermiques. La valeur de L1 baisse don peu. Entre E(0)/N = 0.07 et 0.17, la haîne ommene
à se plier. Les valeurs de L1 et L2 baissent très fortement sur une gamme énergétique de
∆E(0)
N = 0.1. Pour des énergies initales supérieures, la haîne gelée a alors une longueur
L2∗ a∗N ∼ 10% de a∗N , e qui orrespond sans doute au nombre maximal d'états désordonnés
pour une haîne de longueur N .
Pour a = 2, l'évolution est similaire, si e n'est que les inversions de position se produisent
pour des énergies multipliées par
1
2
22+ 1
4
24
1
2
12+ 1
4
14
= 8. Pour a = 4, des simulations susamment
énergétiques n'ont pas été eetuées mais on peut raisonnablement prédire que les énergies
sont multipliées par
1
2
42+ 1
4
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1
2
12+ 1
4
14
= 96.
An de regarder l'inuene des états désordonnés de la haîne sur le mouvement des brea-
thers, les paramètres suivants sont traés à 3 dimensions (gure 1.39). La position xi(t) de
l'atome i, le numéro i de l'atome, le temps t, l'énergie Ei(t) de l'atome étant donnée par un
ode de ouleurs. L'atome no116 osille autour de la position 121 sur l'axe des x. A t = 2∗106
unités de temps, l'atome a une énergie ∼ 0.12. Il osille fortement. Le breather haotique est
loalisé dans le voisinage de et atome. A t = 2.005∗106 unités de temps, le breather haotique
se déplae vers l'atome no115 dont la position osille autour de x = 120. Le breather haotique
se déplae d'atome en atome. L'atome no113 n'est pas aligné ave ses deux voisins. Ceux-i
sont à la même position en x. Le breather haotique passe sur l'atome no113 sans se déformer.
L'énergie maximale entre t = 2 ∗ 106 et t = 2.02 ∗ 106 unités de temps ne baisse pas. Une
haîne désordonnée ne semble don pas nuire à la propagation d'un breather haotique.
Pourtant, il a été vu que la valeur de la loalisation est moindre aux hautes énergies
pour a = 1 (voir gure 1.28), e qui est d'ailleurs assoié au fait que le breather haotique
se déplae dans le système (voir gure 1.32). On peut don préiser que 'est la modulation
des instabilités qui doit être inhibée. Celle-i néessiterait de grandes amplitudes, qui ne sont
aessibles que quand a = 2 et a = 4 (voir gure 1.36). Dans le as a = 1, les hevauhements
suessifs (voir gure 1.34) font visiter la partie "pointue" entrale du potentiel de la gure
1.36, tandis que dans les as a = 2 et a = 4, les mouvements amples visitent des parties
dominées par la non-linéarité.
1.5 Conlusion
Dans ette partie, nous avons présenté un système unidmensionnel ave une fontion éner-
gie potentielle de type FPU. L'hamiltonien utilisé dans ette étude n'a été modié, par rapport
à l'hamiltonien des études dites "standards" ([26℄ .. [30℄) que par la présene d'une valeur ab-
solue entre les positions des atomes i et i+1 (voir équation 5). Cei a don onduit à onsidérer
l'eet de la distane a, dont l'inuene est détaillée dans la partie 1.4.6. Pour des valeurs du
pas a grandes, le phénomène d'inversion ne se produisant pas, il n'y a pas de diérene entre
le système de ette thèse et le système des études dont nous nous sommes inspirées.
Dans ette thèse, nous avons pu retrouver plusieurs résultats sur les haînes linéaires de
type FPU. L'apport de ette thèse se limite, d'une part, à l'exitation de valeurs de loalisation
maximale (MaxL sur le gure 1.28) fortes pour des breathers énergétiques générés à hautes
énergies initiales. La qualité de la loalisation est don améliorée en augmentant les amplitudes
des vitesses à t = 0, e qui semble normal vu que l'on exite d'avantage la omposante non-
linéaire. Ce point est important dans le but de générer des loalisations intenses pour les
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Fig. 1.39  Evolution des atomes entre t = 2 ∗ 106 et 2.02 ∗ 106 unités de temps. Pour les
atomes 110 à 116, la position xi(t) est traée en fontion du temps. La valeur de l'énergie
Ei(t) est donnée par une éhelle de ouleurs. Le breather haotique positionné sur l'atome 116
à t = 2 ∗ 106 unités de temps se déplae d'atome en atome et passe au travers du désordre
de la haîne (la haîne est pliée au niveau de l'atome 113) à 2.01 ∗ 106 unités de temps. Son
mouvement ne semble pas être aeté par le désordre de la haîne. E(0)/N = 0.3 et a = 1.
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systèmes suivants : agrégats et protéines. L'autre apport de ette thèse est l'étude que nous
avons menée sur le mouvement des breathers haotiques. En eet, eux-i, lorsqu'ils sont très
loalisés, ont tendane à ne plus bouger dans la haîne (voir gure 1.32). C'est aussi e type
de omportement que nous espérons obtenir dans le as des protéines.
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II - Modèle à 3 Dimensions
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2 Modèle à 3 Dimensions
Un modèle à 3 dimensions est maintenant étudié. Il s'agit de tester un modèle tridimen-
sionnel simple faisant le lien entre le système 1D et les modèles de protéine, qui seront étudiés
dans la partie suivante. Le modèle est détaillé ainsi que la généralisation de la méthode de
relaxation à 3 dimensions. Quelques propriétés des loalisations énergétiques ainsi obtenues
sont ensuite données.
2.1 Présentation du modèle
La struture étudiée est un agrégat d'atomes (appelé "luster" en anglais). Le type d'agré-
gat d'atomes étudié, dans ette partie, est de géométrie iosaédrique. Une représentation en
est donnée dans la gure 2.1.
Fig. 2.1  Agrégat Iosaédrique de 561 atomes. Les atomes sont sphériques et en gris.
La struture iosaédrique présente des faes triangulaires. Il y en a 20. Chaque atome a
12 voisins équidistants. La gure 2.2 montre e type de strutures pour un nombre roissant
d'atomes. La struture en ouhes est apparente. La struture à une seule ouhe omporte
13 atomes : l'atome entral et ses 12 voisins. Celles à 2, 3, 4, 5 et 6 ouhes ont respetive-
ment 55, 147, 309, 561 et 923 atomes. Dans ette partie, les strutures à 3, 4, 5 et 6 ouhes
sont étudiées. La numérotation des atomes est faite depuis l'atome entral numéroté 1, puis
suessivement, ouhe par ouhe, jusqu'aux atomes de surfae.
Les distanes entre atomes de l'agrégat sont, à priori, toutes les mêmes. An de travailler
ave des positions minant les assemblages biologiques, la proédure suivante est appliquée.
Entre haque atome d'un iosaèdre régulier à 6 ouhes, un potentiel "de Lennard Jones" est
59
Fig. 2.2  Couhes suessives pour l'agrégat iosaédrique : de une à quatre ouhes. Les
atomes sont en gris. Les agrégats à 1, 2, 3, 4, 5 et 6 ouhes ont respetivement 13, 55, 147,
309, 561 et 923 atomes.
appliqué :
Vi,j =
((
R0
|~ri − ~rj |
)12
− 2
(
R0
|~ri − ~rj|
)6)
(22)
où R0 est la distane à laquelle ette fore attrato-répulsive est minimale, ǫ la valeur de e
minimum, ~ri est la position de l'atome i et || est la norme usuelle. L'interation de Lennard
Jones est l'interation empirique de ohésion de la matière utilisée dans tous les logiiels de
dynamique moléulaire (CHARMM [38℄, MM2, MM3 [39℄, Amber [40℄, et). Les positions de
l'agrégat sont telles que les 12 voisins de haque atome sont à une distane de R0 = 1. Une
minimisation de l'énergie potentielle est alors eetuée (f. Annexe 6.2). L'agrégat est alors
dit de Lennard Jones.
A une dimension, il a été vu (paragraphe 1.4.6) que quand les distanes a entre atomes
sont trop petites, la réation de fortes loalisations énergétiques est inhibée. Pour éviter ela,
les positions ~ri des atomes après la minimisation sont multipliées par 10. Les positions ainsi
obtenues sont elles utilisées dans la suite de la thèse. Les positions des atomes de l'agrégat à
5 ouhes sont les mêmes, mais la dernière ouhe a été enlevée. Pour l'agrégat à 4 ouhes,
on enlèvera les deux dernières ouhes.
La forme générale de l'agrégat reste la même. La modiation prinipale de l'agrégat de
Lennard Jones par rapport à un agrégat régulier est seulement d'augmenter la densité d'atomes
au oeur (l'atome entral est à une distane de 9.2 des atomes de la première ouhe). Cei
orrespond à l'ordre de grandeur des distanes entre aides aminés voisins dans une protéine
(en Å), elle-i étant de 6 à 7 Å. Dans la suite de la thèse, l'interation de Lennard Jones n'est
plus onsidérée. Elle a juste servi à déterminer la géométrie qui sert de point de départ pour
ette étude.
An de donner une topologie au système, des liens sont réés entre les plus prohes voisins
(12 par atome, sauf évidemment pour les atomes de la dernière ouhe) omme le montre la
gure 2.3 pour l'agrégat à une ouhe. Ensuite, un potentiel est appliqué. De la même façon
qu'à une dimension, il ne dépend que de la distane entre atomes liés :
Vi,j = V
(|~ri − ~rj| − |~r0i − ~r0j |) (23)
où ~r0i est la position de l'atome i, telle qu'elle a été obtenue à l'issue de la minimisation ave
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Fig. 2.3  Liaisons dans le as de l'agrégat à une ouhe. Les atomes sont en gris et les liaisons
en rouge. Le diamètre des atomes est diminué par rapport aux gures 2.1 et 2.2. La rotation
permet de mieux voir les liaisons. L'atome 1 (entral) a 12 liaisons et les atomes de la dernière
ouhe (ii, la ouhe 1) en ont 6.
le potentiel de Lennard Jones.
Le potentiel d'étude est le même qu'à une dimension, il s'agit don du potentiel perturbé
du ressort harmonique :
Vi,j = Ki,j
(
1
2
(|~ri − ~rj | − |~r0i − ~r0j |)2 + β4 (|~ri − ~rj| − |~r0i − ~r0j |)4
)
(24)
où β dénit l'ordre de grandeur de la perturbation et où la valeur de Ki,j est mise à 1 pour
les atomes i et j liés, et à 0 autrement.
2.2 La relaxation par la surfae : Une Méthode de mise en évidene de
loalisation d'énergie.
A une dimension, les loalisations d'énergie étaient mises en évidene en relaxant l'énergie
par les extrémités du système. A 3 dimensions, la dissipation de l'énergie se fait par la surfae,
'est-à-dire, pour les agrégats, via la dernière ouhe. De la même manière qu'à une dimension,
des dynamiques sont eetuées an de d'étudier le omportement du système.
2.2.1 La dynamique
Un terme de dissipation est ajouté pour les atomes de surfae. Si on dénit un veteur de
surfae
~S = (Si)i∈[1,N ] ave Si = 1 lorsque l'atome est en surfae et 0 autrement, les équations
du mouvement s'érivent :
mi~¨ri = − ∂
∂~ri

∑
j
Vi,j

− γSi~˙ri (25)
où le dernier terme orrespond au bain thermique à température nulle.
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Les paramètres de l'agrégat à trois dimensions proviennent de l'étude de la haîne. La
valeur de β est mise à 1. La valeur de γ est mise à 0.05. Les masses mi sont mises à 1.
L'énergie aratéristique ∼ (aγ)22 est dans e as prohe de 0.125 unités d'énergie, si l'on
onsidère la distane a entre atomes voisins. De la même façon qu'à une dimension, l'énergie
initiale de la dynamique d'étude est prise supérieure à et ordre de grandeur, soit
E(0)
N ∼ 2.58
unités d'énergie. Comme préédemment, pour une énergie donnée, les vitesses initiales sont
alulées selon une statistique de Maxwell-Boltzmann.
2.2.2 Mode loalisé
Une simulation est eetuée dans le as d'un agrégat à 6 ouhes (923 atomes). An de
suivre l'évolution du système, on dénit l'énergie des atomes par :
Ei =
~v2i
2
+
∑
j
1
2
Vi,j (26)
L'énergie potentielle des liaisons est partagée entre les deux atomes de haque liaison.
L'énergie totale du système est la somme des Ei sur tous les atomes.
L'énergie des atomes no1, 5, 49, la somme de l'énergie des atomes no5 et 49 ainsi que
l'énergie totale de l'agrégat sont traés en fontion du temps (gure 2.4). Entre t = 1000
et 2000 unités de temps, l'énergie totale du système déroît rapidement. Elle déroit ensuite
lentement à partir de t = 3000 unités de temps. Entre t = 0 et 200 unités de temps, l'énergie
de tous les atomes baisse. Entre t = 200 et 2000 unités de temps, les atomes 5 et 49 sont
plusieurs fois exités en même temps pendant des durées variables, d'une entaine d'unités
de temps environ, puis leur énergie retombe, prohe de 0. Après 1750 unités de temps, une
loalisation d'énergie apparaît, qui reste jusqu'à la n de la simulation sur les atomes 5 et
49. A t = 6000, es deux atomes retiennent plus de 76% de l'énergie totale du système. Leur
énergie moyenne à la n de l'intégration est approximativement la même. Leurs utuations
d'énergie sont de l'ordre de 2 unités. Le temps de vie de la loalisation est supérieur à 200
fois la période du mouvement harmonique le plus lent du système (T1 ∼ 22 unités de temps).
Les autres atomes du système, omme l'atome no1, ont une énergie très faible à la n de la
relaxation.
Comme à 1D, via la méthode de relaxation par la surfae, on obtient une loalisation
d'énergie dont la durée de vie est très longue par rapport aux éhelles de temps aratéris-
tiques du système. La loalisation s'eetue omme à une dimension sur deux atomes. L'atome
no1 voisin de l'atome no5 n'a quasiment plus d'énergie. L'étalement de la loalisation est don
faible.
La façon dont l'énergie nit par se loaliser sur es deux atomes est maintenant étudiée.
Pour ela, l'énergie de l'atome d'énergie maximale ainsi que elle du deuxième atome d'énergie
maximale, à haque instant, sont traées en fontion du temps (gure 2.5). Les positions
sont aussi traées en fontion du temps (gure 2.6). Entre t = 0 et 200 unités de temps, le
maximum d'énergie sur un site et le deuxième maximum d'énergie sur un atome déroissent
très vite en fontion du temps. Vers t = 200 unités de temps, il y a une montée brutale de
l'énergie maximale ainsi que de la deuxième énergie maximale sur un atome. Les amplitudes des
utuations en énergie augmentent aussi. A l'intérieur de l'agrégat, les deux atomes d'énergie
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Fig. 2.4  Energie des atomes no1, 5, 49 (en jaune, rouge et bleu, respetivement), la somme
de l'énergie des atomes no5 et 49 (noir) et l'énergie totale de l'agrégat (bleu lair) en fontion
du temps.
E(0)
N ∼ 2.58.
maximale sont à et instant oloalisés dans la deuxième ouhe (entre les atomes 14 et 55).
Après t = 200 unités de temps, l'énergie de l'atome d'énergie maximale augmente, jusqu'à
environ t = 560. Une forte montée d'énergie est enore à noter à e moment là. Elle se produit
ette fois sur des atomes de la première ouhe. Il s'agit des atomes 1 et 5. Ensuite, ommene
une période de transition durant laquelle la loalisation énergétique se trouve onstamment
sur deux atomes voisins et se déplae dans le système. Elle se déplae jusqu'à l'atome 555,
dans la ouhe 6. Enn, l'énergie maximale sur un site se stabilise à partir de t = 1750 unités
de temps. A partir de et instant et jusqu'à la n de la simulation, les deux sites d'énergie
maximale sont les atomes 5 et 49.
2.3 Propriétés de la loalisation d'énergie
Voyons maintenant quelles sont les aratéristiques de la loalisation énergétique que nous
venons de mettre en évidene, dans l'espae réel puis dans l'espae des modes.
2.3.1 Propriétés dans l'espae réel
Pour pouvoir analyser un intervalle de temps durant lequel l'énergie du système varie peu,
on onsidère l'intervalle : t = 5500 et 6000 unités de temps. L'étalement de la loalisation est
mesuré. Pour ela, l'énergie Ei(t) de haque atome est moyennée sur l'intervalle de temps.
Les atomes sont représentés par des sphères et une éhelle de ouleurs leur est assoiée, allant
du bleu au blan. Cela orrespond à des énergies roissantes. Les atomes 5 et 49 sont de
ouleur rouge (voir gure 2.7, gure 2.8). Ce sont les seuls d'énergie supérieure à 10 unités.
Ils sont situés dans les ouhes 1 et 2 de l'agrégat. Ils sont alignés ave l'atome 1, la ligne
ainsi dénie allant du entre à l'une des "pointes" extérieures de l'agrégat (voir gure 2.8).
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Fig. 2.5  Energie des deux atomes les plus énergétiques de l'agrégat en fontion du temps :
L'énergie la plus grande est en rouge, la deuxième en noir. L'énergie totale de l'agrégat est en
bleu.
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Fig. 2.6  Positions des deux atomes les plus énergétiques de l'agrégat en fontion du temps :
Le plus énergétique est en rouge, le deuxième est en noir. L'atome 1 est l'atome entral. Les
atomes [2 ;13℄, [14 ;55℄, [56 ;147℄, [148 ;309℄, [310 ;561℄, [562 ;923℄ font partie, respetivement,
des ouhes 1, 2, 3, 4, 5 et 6.
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Fig. 2.7  Agrégat de 923 atomes. Chaque atome est représenté par une sphère de 2 unités
de distane. La gamme de ouleur donne l'énergie des atomes à la n de la simulation.
Fig. 2.8  Représentation des trois première ouhes de l'agrégat. Les liaisons ont été ajoutées.
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Ces deux atomes sont entourés de deux enveloppes d'atomes (en blan et bleu lair) de part et
d'autre de ette diretion. La diérene entre l'éhelle de ouleurs des atomes 5 et 49 (5 unités
d'énergie) et les autres atomes (entre 0 et 0.5 unités d'énergie) illustre le très faible étalement
de ette loalisation énergétique.
Les gures 2.7 et 2.8 ne donnent pas la diretion du mouvement de la loalisation éner-
gétique. Le mode orrespondant est déterminé par la même méthode qu'à une dimension. On
part de S, la matrie variane ovariane des positions (équation 9). Les oordonnées sont les
3 ∗ N degrés de liberté du système soit les omposantes xi, yi et zi de haque atome i. On
diagonalise S. Le veteur propre assoié à la valeur propre la plus grande est onsidéré. C'est
la diretion de plus grande variane sur l'intervalle de temps onsidéré. Ce mode est noté
~B.
Il est normalisé.
Dans notre étude et pour l'intervalle de temps onsidéré, la variane assoiée à e mode
~B représente 37% du mouvement des atomes du système. Les modes suivants de plus grande
variane représentent 3%, puis 2% du mouvement respetivement. Le mouvement du système
pour ette simulation est déomposable sur une dizaine de mouvements propres, soit une
dizaine de degrés de liberté.
An de représenter la diretion de la loalisation, on onsidère les trois omposantes xi, yi
et zi de haque atome i du mode ~B. On appelle es veteurs : ~Bi. Dans ette représentation,
les atomes tels que | ~Bi| > 5∗10−2 sont les seuls représentés. Il s'agit des 19 atomes voisins des
deux atomes 5 et 49 les plus énergétiques du mouvement loalisé. Ces veteurs sont normés
et projetés sur elui d'un des deux atomes entraux :
~B49
| ~B49| .
~Bi
| ~Bi|
. Cette quantité vaut 1 lorsque
les veteurs
~Bi et ~B49 sont alignés et -1 quand ils sont opposés. La gure 3.10 représente ette
valeur en fontion de
~B49
| ~B49| .
~ri−~r49
|~ri−~r49| . Cette valeur vaut 1 quand
~B49 et ~ri − ~r49 sont alignés et
−1 lorsqu'ils sont opposés. L'atome 49 est à la position (0 ;1). Il s'agit de l'atome entral de la
représentation (absisse égale à 0) et 'est la diretion de son mouvement qui donne l'ordonnée
de la représentation (ordonnée égale à 1). L'atome 5 est à la position (1 ;-1), 'est-à-dire qu'il
est situé dans la diretion du mouvement de la loalisation mais le sens de son mouvement
est l'opposé de elui de l'atome 49. Les deux atomes dans la diretion des atomes 5 et 49 sont
les atomes 1 et 141. Le mouvement de l'atome 1, voisin de l'atome 5, est opposé à elui de
l'atome 5. Le omportement est le même entre l'atome 141 et l'atome 49. Deux enveloppes de
5 atomes autour de l'atome entral se trouvent autour des deux positions (±0.5 ;0). Un de es
ensembles de 5 atomes est prohe de la position (1 ;0.5).
2.3.2 Propriétés dans l'espae des modes
Quelques propriétés spetrales du mouvement assoié à la loalisation énergétique sont
étudiées dans ette partie.
1/ Le spetre de Fourier du mouvement :
Le spetre du mouvement en x de plusieurs atomes est alulé pour l'intervalle [5500,6000℄
unités de temps (gure 2.10). Celui de l'atome 49 a un pi dominant de pulsation ωB = 3.72.
Il est situé hors du spetre harmonique délimité par les pulsations ω1 = 0.29 et ω3N = 2.89
(le alul du spetre est présenté dans l'annexe 6.1). Le deuxième pi le plus important est à
une pulsation linéaire de ωH = 2.85. Il est 30 fois moins important que le pi à ωB , don 30
fois moins énergétique. Comme on peut s'y attendre, le spetre du mouvement de l'atome 5
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Fig. 2.9  Projetion du mouvement des atomes sur elui de l'atome 49. Lorsque la ompo-
sante de la loalisation sur un atome est faible ( | ~Bi| < 5 ∗ 10−2 ), on exlut l'atome de la
représentation. Il ne reste alors que les voisins des atomes 5 et 49 .
0 1 2 3 4 5 6
w
1e-06
1e-05
0,0001
0,001
0,01
0,1
1
|S x
(w
)²|
Atome n°49
Atome n°1
Atome n°300
Fig. 2.10  Spetre de puissane du mouvement de l'atome 49 (noir, en gras), de l'atome 1
dans l'axe de la diretion de la loalisation (bleu) et de l'atome 300 qui n'est voisin d'auun
des deux atomes entraux (rouge). Le spetre harmonique est délimité par les lignes bleues
vertiales : ω1 = 0.29 et ω3N = 2.89.
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Fig. 2.11  Déomposition du mode breather sur la base des modes normaux. Les modes
normaux sont lassés par ordre roissant de fréquene.
se superpose à elui de l'atome 49. Les omposantes spetrales de l'atome 1 sont plus faibles
ar l'énergie moyenne de et atome est plus faible. Un pi dominant apparaît aussi à la pul-
sation ωB . Le seond pi est 27 fois moins énergétique et se situe dans le spetre harmonique
à ω = 2.84. La présene de deux pis symétriques à ωB ± 0.17 est à noter. Ces pis ont
ependant une énergie très faible. Le spetre du mouvement de l'atome 300 n'a que des om-
posantes dominantes dans le spetre harmonique. Un très faible pi à ωB est présent (57 fois
moins énergétique que le pi linéaire dominant). La loalisation osille don prinipalement à
une fréquene hors du spetre harmonique. Il s'agit don bien, omme à une dimension, d'une
loalisation d'origine non-linéaire. De plus, le spetre du mouvement des atomes énergétiques
de l'agrégat est prohe de elui de la haîne. On peut ependant noter une modulation d'éner-
gie 30 fois moins importante, d'origine harmonique, ainsi que l'absene des deux pulsations
"symétriques" autour de la fréquene ωB.
2/ La base des modes normaux
Pour avoir une autre représentation de la diretion vetorielle de la loalisation énergétique,
le mode breather
~B tel qu'il a été alulé sur l'intervalle [5500 ;6000℄ unités de temps est projeté
sur les modes normaux de l'agrégat, lassés par ordre roissant de fréquene (gure 2.11) :
Ci = ( ~B ∗ ~N i)2 (27)
Comme attendu, le mode breather n'est pas déomposable selon une seule diretion harmo-
nique. De plus, de la même façon qu'à une dimension, il est enore une ombinaison linéaire
omplexe de nombreux modes ainsi que déomposé prinipalement sur les modes de haute
fréquene (1/5-ième permettent de dérire 76.4% du mode). Cei suggère une ativation du
breather via les modes de haute fréquene. Pour onrmer ette hypothèse, la méthode de T.
Cretegny, T. Dauxois, S. Ruo [20℄ pourrait par exemple être utilisée.
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2.4 Générer une loalisation énergétique
A une dimension, une fontion dénissant la quantité de loalisation d'énergie a été utilisée
(voir formule 11). Elle est maintenant alulée en fontion du temps dans le as de l'agrégat.
Puis, an de faire le lien ave le modèle à 1D, les propriétés de l'agrégat sont étudiées en
fontion de l'énergie initiale.
2.4.1 La loalisation d'énergie
La gure 2.12 montre l'évolution de la fontion de loalisation en fontion du temps pour
la simulation de l'agrégat à 923 atomes.
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Fig. 2.12  Fontion de loalisation en fontion du temps pour le modèle de l'agrégat (noir).
Un lissage est eetué sur ∆t = 100 unités de temps (rouge).
L(t) a les mêmes aratéristiques que dans le as du modèle à 1D. Aux temps ourts,
la loalisation est très faible. Vers t = 200 unités de temps, la loalisation apparaît. Cela
orrespond à l'augmentation de l'énergie de quelques atomes (voir gure 2.5). Le palier de
loalisation énergétique est vers t = 2000 unités de temps, quand le breather haotique se
xe dénitivement sur deux atomes. La valeur de loalisation moyenne du palier, donnée par
le lissage d'une fontion boîte sur ∆t = 100 unités de temps, est alors de 286 unités. Cei
orrespond à environ p ∼ 3 atomes énergétiques.
2.4.2 Inuene de l'énergie initiale
Il a été vu, dans le modèle de la haîne, que les breathers sont mieux ativés ave de
fortes énergies initiales. Dans ette partie, ette ativation est analysée dans le as du modèle
d'agrégat. Comme à une dimension, la valeur de la loalisation maximale sur une simulation,
notée MaxL (formule 11), est utilisée.
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La valeur maximale MaxL de la fontion de loalisation est traée en fontion de l'énergie
initiale pour 150 dynamiques. Elle est maintenant omparée aux as des agrégats à 3, 4, 5 et
6 ouhes, an d'étudier l'inuene du rapport volume-surfae. Les simulations sont eetuées
pour des énergies initiales allant de
E(0)
N = 0.01 à 3.2 unités d'énergie. La gure 2.13 résume
les résultats obtenus.
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Fig. 2.13  MaxL alulé sur 6000 unités de temps, en fontion de l'énergie initiale E(0)/N
pour des agrégats de diérentes tailles. Pour haque agrégat, les ordonnées vont jusqu'à N/2,
e qui orrespond à une loalisation sur p = 2 atomes.
En e qui onerne l'agrégat à 6 ouhes, pour
E(0)
N < 0.3, les valeurs de MaxL sont de
l'ordre de 10 unités. Le nombre p maximal d'atomes exités orrespond don à plus de 90%
des atomes de l'agrégat. Entre
E(0)
N = 0.3 et 0.7 unités d'énergie, la valeur de MaxL roît
rapidement jusqu'à sa valeur de saturation. Pour
E(0)
N > 0.7, MaxL ∼ N/3 ∼ 300. Quelques
dynamiques présentent des valeurs de loalisation maximale à environ N/5 ∼ 180 unités.
Il y a don un seuil énergétique d'exitation des breathers, omme déjà dérit par S.
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Flah [14℄ pour des systèmes FPU tridimensionnels, vers
E(0)
N ∼ 0.5 unités d'énergie. En deça
de e seuil, le système est dans un état prohe de l'équipartition de l'énergie. Pourtant, la
fontion de loalisation roît ave le temps. Comme pour la haîne 1D, la roissane de la
fontion de loalisation s'eetue plus lentement, dans le as des énergies initiales basses. A
t = tf = 6000 unités de temps, la fontion de loalisation n'a don pas toujours atteint son
palier de saturation. Pour une énergie initiale supérieure au seuil, la valeur de loalisation
d'énergie orrespond en majorité à une loalisation sur p ∼ 3 atomes. La répartition de
l'énergie dans l'agrégat est très loalisée. L'état de loalisation sur p ∼ 5 atomes est disuté
par la suite.
Pour l'agrégat à 5 ouhes : l'évolution de MaxL en fontion de E(0)N est globalement la
même que pour l'agrégat à 6 ouhes. Cependant, le seuil énergétique est déalé, vers ∼ 0.8
unités d'énergie.
Pour l'agrégat à 4 ouhes : l'évolution de MaxL en fontion de E(0)N est aussi globalement
la même que pour les agrégats à 5 et 6 ouhes. Le seuil énergétique est enore plus nettement
déalé, vers ∼ 1.2 unités d'énergie. De plus, la proportion de valeurs de MaxL prohes de
N/3 est plus faible. Certaines simulations, au-delà du seuil énergétique, présentent même des
valeurs de MaxL voisines de 10 unités. Ces systèmes ont pourtant atteint leur palier de
loalisation à t = tf , e qui signie que l'énergie du système ne se loalisera pas davantage.
Pour l'agrégat à 3 ouhes : les valeurs maximales de la fontion de loalisation sont prohes
de 7 unités, mis à part quelques simulations ayant au maximum une valeur de MaxL égale
à N/5. Pour es dynamiques, la valeur de MaxL n'est pas atteinte lors du palier de loalisa-
tion, mais pendant le début de relaxation lente, vers t = 600 unités de temps. La loalisation
énergétique ne s'établit ependant pas, et le plateau de loalisation pour t = tf est en dessous
de 7 unités. Don dans e as, la loalisation énergétique n'a réussi à s'établir dans auune de
nos simulations.
La méthode de relaxation par la surfae ne permet don à une loalisation d'exister que
dans un agrégat d'au moins 4 ouhes. L'analyse des simulations de l'agrégat à 4 ouhes,
lorsque MaxL ∼ N/3, montre que la loalisation énergétique est distribuée sur deux atomes
voisins d'énergie équivalente. A haque fois, il s'agit de l'atome entral et d'un atome de la
première ouhe. Si une ouhe est enlevée, le breather ne pourra don pas apparaître dans le
système. An qu'une loalisation puisse se développer dans un agrégat, il faut don une énergie
initiale supérieure au seuil d'exitation breather mais aussi un nombre de liaisons séparant
l'atome exité de la surfae d'au moins 3.
L'étude de l'agrégat à 4 ouhes a été poursuivie pour des énergies initiales plus grandes.
Entre 3.2 < E(0)N < 6.4, dans 4 % des simulations, on a obtenu une loalisation énergétique
située dans les ouhes 1 et 2. Par exemple, les atomes 8 (ouhe 1) et 51 (ouhe 2) lors
d'une simulation ave
E(0)
N =3.25. La valeur assoiée était deMaxL = 103.5. L'exitation d'un
breather à 2 liaisons de la surfae est don possible mais ave une valeur de loalisation plus
élevée. Ii, MaxL doit être supérieur à 85. Des breathers peuvent don exister plus près de la
surfae, mais ils doivent avoir une valeur de loalisation élevée. Plus un breather est loalisé
et moins il est étallé, e qui lui laisse la possibilité de s'établir plus près des bords. De plus,
on peut alors supposer, omme il a été vu dans la haîne [27℄, que le breather émette des
vibrations qu'il faut absorber par les bords an que elles-i ne déstabilisent pas le breather.
Une forte loalisation émet davantage de vibrations et s'approher de la surfae dissipative
tend don à absorber ave meilleure eaité elles-i. On peut don penser que les hautes
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valeurs de loalisation doivent être plus prohe des bords.
2.4.3 Les sites privilégiés
La position des loalisations n'est pas forément au entre du système. C'est e que nous
allons étudier dans ette partie. An de omprendre e phénomène, il onvient de s'aranhir
de l'inuene de la surfae. La répartition de la position des loalisations d'énergie est don
étudiée dans le plus gros agrégat que nous avons onsidéré à présent. Il s'agit de l'agrégat à 6
ouhes.
Notre première simulation de l'agrégat à 6 ouhes a onduit à l'apparition d'une loalisa-
tion d'énergie répartie, pendant des temps longs, entre deux atomes d'énergie équivalente. An
de déterminer où peut se loaliser l'énergie, la position des deux atomes les plus énergétiques
entre t = 5000 et 6000 unités de temps est traée, en fontion de la valeur de MaxL pour 150
simulations d'énergie roissante (voir la gure 2.14, pour l'ensemble de l'agrégat, et la gure
2.15, pour la première ouhe). Il est à noter que les positions trouvées sont "stationnaires"
dans l'intervalle temporel d'analyse. Auun hangement de site de loalisation n'est observé.
Pour MaxL < 100, les deux atomes les plus énergétiques sont situés au entre de l'agrégat.
L'atome le plus énergétique est l'atome 1 (entral) et le deuxième est un atome de la première
ouhe (les atomes de la deuxième ouhe sont équivalents). Pour MaxL > 100, l'atome en-
tral n'est jamais un des deux d'énergie maximale. L'énergie se loalise dans les ouhes 1 à 4.
Pour 100 < MaxL < 150 et 200 < MaxL < 265 toutes les simulations (sauf 2 simulations,
pour le premier intervalle, et 1 simulation, pour le seond) donnent des loalisations telles que
l'atome le plus énergétique est sur une ouhe inférieure à elle du deuxième atome le plus
énergétique. Dans quelques simulations, omme par exemple pour MaxL = 143.75, l'atome
le plus énergétique est dans une ouhe supérieure, 'est-à-dire plus près de la surfae. Pour
ette simulation, l'atome le plus énergétique est sur la ouhe 4 (atome 169) et le deuxième
atome le plus énergétique est sur la ouhe 2 (atome 53). Les énergies respetives sont alors
de 2.88 et 2.69 unités d'énergie pour une énergie nale du système de 12.82 unités d'énergie.
Il y a en fait deux loalisations d'énergie dans ette simulation : l'atome assoié au 169 est
le 154 (ouhe 3) et l'atome assoié au 53 est le 9 (ouhe 1). Les énergies respetives sont
de 1.20 et 1.83. Pour 150 < MaxL < 200 et pour 265 < MaxL, toutes les simulations (sauf
∼ 30 % des simulations pour le premier intervalle et 14 % des simulations pour le seond),
ont l'atome le plus énergétique sur une ouhe supérieure. La valeur de MaxL rend ompte
de la "qualité" de la loalisation. En moyenne et pour les deux intervalles 100 < MaxL < 200
et 200 < MaxL < 350, il apparaît que l'atome le plus énergétique est sur une ouhe plus
prohe de la surfae.
Nous venons de voir que la simulation à MaxL = 143.75 onduit à plusieurs loalisations
énergétiques. An de aratériser le type de loalisation énergétique dans l'agrégat, on étudie
maintenant l'énergie de l'atome le plus énergétique, appelée Max1 < E >, et l'énergie du
deuxième atome le plus énergétique est appelée Max2 < E >. La valeur de l'énergie totale à
la n de la simulation est traée en fontion de Max1 < E > +Max2 < E > pour haune
des dynamiques (gure 2.16). Pour Max1<E> +Max2<E>< 1.5 unités d'énergie, le système
ne omporte pas de loalisation d'énergie. L'énergie totale du système est don toujours bien
plus grande que ette valeur. Pour Max1<E> + Max2<E>> 1.5 unités d'énergie, la règle :
"Etot(tf ) = Max1 < E > +Max2 < E > + onstante" est observée dans la majorité des si-
mulations. La "onstante" orrespond à l'énergie de l'ensemble des autres atomes de l'agrégat,
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Fig. 2.14  Positions des deux atomes les plus énergétiques de l'agrégat à 6 ouhes en fontion
de la valeur de Max L. L'atome le plus énergétique est en noir et le deuxième en rouge. Les
énergies des atomes sont alulées entre t = 5000 et 6000 unités de temps. Les limites des
ouhes sont traées en bleu.
Fig. 2.15  Positions des deux atomes les plus énergétiques de la première ouhe de l'agrégat
à 6 ouhes en fontion de la valeur de Max L. L'atome le plus énergétique est en noir et
le deuxième en rouge. La loalisation énergétique n'est jamais située au niveau de l'atome
entral, lorsque les valeurs de loalisation sont élevées.
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Fig. 2.16  Energie de la struture à la n de la relaxation en fontion de l'énergie des deux
atomes les plus énergétiques de la struture entre t = 5000 et 6000 unités de temps. La droite
orrespondant au as tel que le système onentre son énergie sur deux atomes est traée en
rouge.
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Fig. 2.17  Energie de la struture à la n de la relaxation en fontion de la valeur maximale
de la fontion de loalisation.
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soit environ 2.2 unités d'énergie. Environ 10 % des dynamiques s'éartent de ette tendane.
Elles ont en eet des valeurs de Max1 < E > +Max2 < E > plus faibles que Etot(tf )− 2.2.
Ces simulations atypiques sont les simulations ave plusieurs loalisations d'énergie. Elles or-
respondent aux valeurs de MaxL prohes de N/5 vues dans la gure 2.13.
An de faire le lien ave les résultats de la partie I, la valeur de l'énergie totale du système
à la n de la simulation (t = tf ) est traée en fontion de la valeur de MaxL alulée pour
haune des simulations (voir gure 2.17). Les simulations possédant la propriété "Etot(tf ) =
Max1 < E > +Max2 < E > + 2.2", 'est-à-dire ave une seule loalisation dans le système,
ont une énergie totale nale qui suit une ourbe aratéristique. D'une manière générale,
Etot(tf ) xe la valeur de MaxL lorsque le système ontient une seule loalisation d'énergie :
omme à 1D, plus la loalisation est énergétique, plus elle est loalisée.
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III - Modèle de protéine
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3 Modèle de protéine
Dans ette partie, des systèmes protéiques sont étudiés. Contrairement aux agrégats de la
partie préédente, qui sont des objets symétriques, les protéines sont des systèmes biologiques
réés à la suite d'une série de proessus omplexes à l'intérieur des ellules. Il s'agit d'enhaî-
nements d'aides aminés, dans une onguration repliée. Le but de ette partie est d'appliquer
la méthode préédente aux protéines, 'est-à-dire à un système spatialement désordonné, an
de voir si le phénomène de loalisation d'énergie peut s'y manifester.
Dans un premier temps, le modèle de protéine utilisé est détaillé. Ensuite, la méthode
de relaxation par la surfae est appliquée aux protéines. Enn, le système est analysé et les
approximations faites sont disutées.
3.1 Présentation du modèle
3.1.1 Les protéines
Les protéines sont des strutures omplexes présentes à l'intérieur des ellules. Ce sont des
polymères d'aides aminés, reliés entre eux par des liaisons peptidiques. La suession linéaire
d'aides aminés (ou résidus) la onstituant est appelée struture primaire ou séquene. Cet
enhaînement fournit l'information néessaire au repliement de la protéine [58℄. La gure 3.1
dérit e phénomène. Les boules en gris représentent les aides aminés. Le repliement loal de
la struture primaire onstitue les strutures dites seondaires. Les diérents types de stru-
ture seondaire sont les hélies α, les brins et les feuillets β. Les hélies α sont un enroulement
régulier de la haîne polypeptidique. Les brins β sont des haînes d'aides aminés disposées
en "aordéon". L'enhaînement de plusieurs brins reliés par des liaisons hydrogènes forme les
feuillets. La struture tertiaire d'une protéine orrespond au repliement de la haîne polypepti-
dique dans l'espae tandis que la struture quaternaire orrespond à l'assoiation de plusieurs
haînes polypeptidiques - identiques ou diérentes - par des liaisons non-ovalentes (liaison
H, liaison ionique, interations hydrophobes), et parfois des ponts disulfures. Un monomère
possède une seule haîne, un dimère possède deux haînes, et. La struture 3D d'une protéine
est liée à sa fontion. Lorsqu'elle est déstruturée, une protéine peut perdre sa fontion. On
dit qu'elle est dénaturée.
Diérentes méthodes expérimentales permettent de déterminer es niveaux de strutura-
tion : la spetrosopie par résonane magnétique nuléaire, la ristallographie par rayons X, la
ryomirosopie, et. Les données obtenues sont les positions des atomes, les fateurs B (repré-
sentant les utuations moyennes des positions des atomes), les masses des moléules, et. Une
banque de données regroupe es informations : La Protein Data Bank (http ://www.pdb.org).
Les données sont lassées par "identiateur PDB (ID)". La Rhodopsine est par exemple pré-
sente sous l'ID "1U19".
La struture d'une protéine est reliée à sa fontion. Les protéines ont des fontions variées :
la atalyse (e sont des enzymes omme la itrate synthase), le transport (l'hémoglobine, par
exemple, transporte l'oxygène des poumons aux organes), la ommuniation (de nombreuses
hormones omme l'insuline), la signalisation (ertaines protéines impliquées dans le himio-
tatisme), la reonnaissane (les immunoglobulines), et.
79
Fig. 3.1  Struture d'une protéine (Soure http ://www.researh.nhgri.nih.gov). La struture
primaire est un hapelet d'aides aminés (représentés par des boules). La struture seondaire
est faite d'hélies α et de feuillets β. A gauhe de la représentation des hélies ainsi que
des feuillets est montré shématiquement l'enhaînement de la haîne arbonée. A droite,
est dessiné la représentation simpliée de es strutures. Les feuillets sont représentés par
des èhes. La struture tertiaire orrespond au repliement de la haîne polypeptidique. La
struture quaternaire orrespond à l'assoiation de plusieurs haînes (ii, deux haînes sont
représentées, en foné et en lair respetivement).
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Étudier la fontion d'une protéine revient à étudier son omportement statistique moyen,
'est-à-dire à onnaître les bassins d'énergie potentielle privilégiés par le système. La fontion
d'énergie potentielle des protéines est omplexe. Les potentiels traditionnels (eux utilisés dans
ette thèse) sont des potentiels semi empiriques lassiques. Plusieurs formes existent. Toutes
permettent à la protéine de onserver sa topologie tout en ayant une ertaine exibilité. Ils
sont typiquement de la forme :
Ep =
∑
liaisons
kl(l − l0)2 +
∑
angles
kθ(θ − θ0)2 +
∑
torsion
kω(ω − ω0)2 +
∑
diedres
An[1 + cosn(φ− φ0)] +
∑
i,j
qiqj
ǫ0ǫrrij
+
∑
i,j
Aij
r12ij
+
Bij
r6ij
(28)
Les termes de la première ligne dérivent le oût énergétique, via une modélisation de type
ressort, d'un allongement de la longueur d'une liaison, d'une variation d'angle, ou d'une torsion
dite "impropre". La sommation sur les dièdres rend ompte des rotations autour des liaisons.
Le terme de la dernière ligne est le terme des interations non liées. L'életrostatique ainsi que
les interations de type Van Der Waals du système y sont dérites. Les onstantes du poten-
tiel proviennent d'études théoriques et expérimentales. Plusieurs potentiels sont ouramment
utilisés, dans le adre de diérents logiiels : CHARMM [38℄, MM2, MM3 [39℄, Amber [40℄,
et. Dans ertains d'eux, il y a des termes supplémentaires, par exemple pour mieux dérire
les liaisons hydrogènes.
3.1.2 Struture étudiée
La protéine modèle de ette thèse est la itrate synthase. C'est une lyase. Sa fontion,
dans la matrie mitohondriale des ellules, onsiste a eetuer la première étape du yle
de Krebs. Elle atalyse d'abord l'addition de l'aétyl-oenzyme A et de l'aide oxaloaétique,
puis l'hydrolyse d'une liaison rihe en énergie libère le oenzyme A et un proton. Sa masse
moléulaire est de 98000 daltons.
La struture de la itrate synthase, étudiée dans ette partie, est prise dans la PDB sous
l'ID "1IXE" (gure 3.2). Il y a 4 haînes dans la maille ristalline. Seules les haînes A et B
sont onsidérées. Elles orrespondent à deux monomères approximativement symétriques. La
protéine est don sous forme dimérique et elle a au total 741 résidus. Dans notre étude, la
struture est simpliée en ne hoisissant qu'un seul atome par aide aminé. Notez que dans
la partie préédente, des loalisations énergétiques n'ont été observées que pour des systèmes
d'au moins 309 atomes (agrégat à 4 ouhes et plus), 'est pourquoi nous avons hoisi une
protéine de taille susamment importante.
3.1.3 La struture simpliée et le potentiel
Dans ette thèse, les arbones α, notés Cα, sont les seuls atomes onsidérés. On onsidère
que tous les résidus sont identiques, de même masse, et loalisés sur le seul Cα. Par analogie
ave les as préédents, des liens sont établis entre Cα prohes. La méthode est la suivante.
Les positions sont prises dans la PDB (gure 3.2), ensuite on séletionne les Cα de la haîne
arbonée (gure 3.3), enn les atomes distants au maximum de Rc sont liés (gure 3.4). On
génère de ette façon une matrie de ontat :
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Fig. 3.2  La itrate synthase. Les positions sont tirées du hier "1IXE" de la PDB. Les
atomes de arbone sont en bleu, les atomes d'hydrogène en rouge, les atomes d'azote en bleu
foné et les soufres en jaune. La itrate synthase a deux haînes, A et B, presqu'identiques.
Fig. 3.3  Positions des Cα de la itrate synthase.
Fig. 3.4  Modèle étudié : les liaisons sont représentées par une ligne bleu liant deux Cα. Le
ut-o est de 10 Å .
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K = (Ki,j)i,j avec Ki,j = θ(Rc − |~r0i − ~r0j |) pour tout i, j (29)
où θ est la fontion de Heaviside (ou fontion marhe), ~r0i est la position de l'atome i dans la
PDB et || est la norme eulidienne usuelle. Ki,j = 1 quand les atomes sont à une distane de
moins de Rc et Ki,j = 0 autrement. Dans la suite de e travail, le ut o Rc est mis à 10 Å.
Une valeur de et ordre a été proposée par I. Bahar [44℄, [47℄. Par la suite, des valeurs variant
de 8 à 13 Å ont été utilisées [54℄ [46℄. Cette distane permet de onserver les liens des Cα
suessifs le long de la haîne polypeptidique. Elle permet surtour de dérire onvenablement
la forme de la protéine.
Dans le as des modèles de réseau élastique, un potentiel très simple est appliqué pour
haun des liens. Il dépend seulement de la distane entre atomes :
Vi,j = V
(|~ri − ~rj| − |~r0i − ~r0j |) (30)
où ~ri est la position de l'atome i. Le plus souvent, il s'agit d'une modélisation de type ressort,
soit :
Vi,j =
Ki,j
2
(|~ri − ~rj | − |~r0i − ~r0j |)2 (31)
On peut remarquer que la valeur Ki,j = 1 est hoisie omme onstante pour tous les i et j
liés, e qui ne semble à priori pas intuitif. Ce modèle ignore notamment les détails loaux du
potentiel réel d'une protéine. Pourtant, outre le fait que son oût en CPU est faible, il permet
de rendre ompte de propriétés dynamiques des protéines réelles. En eet, il a été montré que
ertains des modes de vibration de basse fréquene (voir annexe 6.1) obtenus via e modèle
permettent de dérire orretement les hangements de onformation de nombreuses protéines
[54℄, [55℄, [56℄. De plus, les fateurs B obtenus par les méthodes de la ristallographie sont
prédits ave un bon aord [44℄. Initialement, e modèle a été proposé par M. Tirion [41℄, mais
dans une version ave tous les atomes et une valeur de Rc plus petite (de 4 Å à 5 Å). Elle a ainsi
montré que les mouvements harmoniques de basse fréquene sont similaires aux mouvements
de basse fréquene de la protéine tels qu'ils sont alulés ave un potentiel semi empirique [48℄.
Dans la suite de la thèse et de la même manière que pour les études de haînes et d'agrégats,
le potentiel entre les atomes i et j est perturbé :
Vi,j = Ki,j
(
1
2
(|~ri − ~rj | − |~r0i − ~r0j |)2 + β4 (|~ri − ~rj| − |~r0i − ~r0j |)4
)
(32)
3.2 La relaxation par la surfae : Une Méthode de mise en évidene de
loalisation d'énergie
Dans les années 70, Davydov a proposé [2℄ [3℄ [4℄ une théorie permettant d'obtenir des
loalisations énergétiques dans les protéines. Il a montré, via un modèle quantique, que des
loalisations énergétiques d'origine non-linéaire peuvent exister et se déplaer le long des hélies
α des protéines. On parle dans e as de "soliton de Davydov". Cette théorie n'a jamais eu
de onrmation expérimentale et possède plusieurs points faibles omme par exemple le fait
que les loalisations énergétiques ne sont en général pas apables de se déplaer, sauf dans le
as d'une approximation ontinue du système [2℄.
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Dans ette thèse, une nouvelle modélisation des loalisations énergétiques est proposée. Le
but est notamment de montrer que le oeur d'une protéine pourrait être apable de stoker de
grandes quantités d'énergie. Dans la partie sur les agrégats, il a été montré qu'il est possible
d'obtenir des breathers haotiques pouvant se déplaer dans le système (au moins aux temps
ourts : voir gure 2.6). Nous allons voir que 'est aussi possible dans le as d'un système plus
omplexe.
3.2.1 La dynamique
L'hamiltonien du système est le suivant :
H =
N∑
i=1
mi~v
2
i
2
+
∑
i,j
Ki,j
(
1
2
(|~ri − ~rj| − |~ri0 − ~rj0|)2 + β
4
(|~ri − ~rj| − |~ri0 − ~rj0|)4
)
(33)
où ~vi =
∂~ri
∂t est la vitesse du i-ème atome de position ~ri et de masse mi.
Le alul de la surfae aessible au solvent, ou surfae de Lee et Rihards [42℄, est un moyen
de hoisir les atomes sur lesquels la relaxation est appliquée. Pour ela, la surfae exlue au
solvent est obtenue par l'algorithme de "balle roulante" développé par Fred Rihards [43℄.
L'algorithme onsiste à faire rouler une sphère autour de la protéine. Le rayon de la sphère
est dans notre étude mis à 12 Å , pour tenir ompte du fait que la struture ne ontient
que des Cα. On alule ainsi pour tous les aides aminés la valeur de la surfae aessible au
solvant. Elle est exprimée en Å
2
. Un résidu est onsidéré omme étant en surfae si sa surfae
aessible est non nulle. On génère ainsi un veteur (Si)i∈[1:N ] dont les omposantes sont :
Si =
{
1 i ∈ surfae
0 i ∈ oeur
Dans le as de la itrate synthase, ave ette dénition, 249 Cα sont onsidérés omme
étant en surfae, sur les 741 du dimère. La fration de surfae aessible est don de :
f =
1
N
∑
i
Si = 0.34 (34)
soit à peu près un tiers des atomes. Le alul de la surfae aessible se fait d'ordinaire
à partir de la struture omplète, ave une sphère de 1.6 Å , e qui mime le ontat de la
struture ave une moléule d'eau. Pour obtenir une même fration de surfae f que i-dessus,
il faut appliquer un seuil par résidu de 34 Å2. Le veteur (Si)i∈[1:N ] n'est néanmoins diérent
que pour une trentaine de résidus. Nous avons aussi utilisé ette approhe, mais ave un seuil
de 25 Å
2
, e qui donne une fration de résidus aessibles de 0.4. Les résultats obtenus [66℄
sont omparables à eux qui vont être dérits maintenant.
Comme préédemment, les équations du mouvement s'érivent :
mi~¨ri = − ∂
∂~ri

 N∑
j=1
Vi,j

− γSi~˙ri
Les onditions initiales sont obtenues de la même façon que pour l'agrégat. Les positions,
provenant de la PDB, sont exprimées en Å. Le hoix d'unité peut alors être le suivant (il s'agit
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des unités du logiiel CHARMM [38℄). Il faut multiplier les masses par [1∗g∗mol−1℄, le temps
par [4.89∗10−2 ∗ps℄ et l'énergie par [1∗KCal ∗mol−1℄. Dans es unités, la onstante de fore
Ki,j de la liaison vaut alors 1 ∗Kcal ∗mol−1∗Å2, e qui donne une fréquene du mouvement
le plus lent du système (voir annexe 6.1) égale à f1 = 0.83cm
−1
. Cette fréquene est quatre
à inq fois plus basse que la fréquene la plus basse du spetre linéaire de la itrate synthase
alulée ave un hamp de fore réaliste [51℄. La valeur γ, mise à 0.05, vaut alors 1.02 ∗ ps−1.
Cette valeur est deux fois plus basse que le oeient de frition visqueuse pour une protéine
dans un environnement aqueux [53℄. Comme pour l'agrégat, la valeur de β ainsi que les masses
sont mises à 1. L'énergie aratéristique ∼ (aγ)22 est don de 0.125, si l'on onsidère la distane
a = Rc. De la même façon qu'à une dimension, l'énergie initiale de la première simulation
étudiée est supérieure à et ordre de grandeur, soit
E(0)
N ∼ 3.2.
Dans les résultats publiés [66℄, Ki,j est de 5 ∗ Kcal ∗mol−1∗Å2, e qui ajuste les basses
fréquenes à elles des modèles tous atomes. γ est mise à 2∗ps−1, e qui est la valeur typique.
Par ailleurs, ela donne une énergie initiale par atome de l'ordre de grandeur de elle de
l'hydrolyse de l'ATP.
3.2.2 Mode loalisé
Comme préédemment, l'énergie d'un résidu est dénie par :
Ei =
~v2i
2
+
∑
j
1
2
Vi,j
La gure 3.5 montre l'énergie des résidus 208 A et 209 A (les résidus no 208 et 209 de la
haîne A selon la numérotation de la PDB) et l'énergie totale du système qui est la somme
sur toutes les énergies Ei(t) des résidus, en fontion du temps. Après de grandes utuations
en énergie au début de la simulation (graphe de gauhe), une loalisation d'énergie apparait
à t = 350 sur le résidu 208 A. Il s'agit d'un résidu Threonine (noté THR). L'énergie nale du
résidu est d'environ 20 unités d'énergie, soit environ 6 fois plus que l'énergie moyenne initiale
par site. L'énergie du résidu 208 A à t = 3000 représente ∼ 60% de l'énergie totale de la itrate
synthase. La loalisation s'établit essentiellement sur e résidu. Le système est alors presque
stationnaire (l'énergie totale baisse lentement). Le temps de vie de la loalisation est don au
moins 80 fois plus grand que la période du mode harmonique le plus lent du système (T1 = 40).
Le résidu voisin 209 A, qui est un résidu Alanine (noté ALA) a, lui, une déroissane d'énergie
rapide. Les éhanges d'énergie entre le résidu THR 208 A et le résidu ALA 209 A semblent
faibles.
Comme pour la haîne linéaire et l'agrégat, lorsque la relaxation est eetuée par les bords
ou la surfae, il apparaît dans la struture une loalisation énergétique dont la durée de vie
est longue. Contrairement aux modèles de haîne et d'agrégat où la loalisation s'eetuait le
plus souvent sur deux atomes, elle est située essentiellement sur un seul résidu.
An d'étudier l'apparition de la loalisation d'énergie sur e résidu, la position du résidu
le plus énergétique pour les haînes A et B est donnée en fontion du temps (gure 3.6), pour
le début de la simulation (de t=0 jusqu'à t = 600). L'énergie du résidu le plus énergétique est
de plus traée (gure 3.7).
Entre t = 0 et 200 unités de temps, l'énergie du site le plus énergétique de la protéine
utue sur environ 5 unités d'énergie mais diminue en moyenne en fontion du temps, omme
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Fig. 3.5  Energie des résidus THR 208 A (rouge), ALA 209 A (bleu) et l'énergie totale de la
itrate synthase (noir) en fontion du temps. De grandes utuations en énergie sont présentes
au début de la simulation (voir à gauhe). Une loalisation d'énergie apparait à t = 350 unités
de temps sur le résidu THR 208 A et y reste pendant au moins 80 fois la période du mode
harmonique le plus lent du système (T1 = 40).
'est le as pour tous les autres sites. Deux régions (autour du ∼ 200ieme résidu de la haîne
A et de la haîne B) sont ependant le plus souvent les plus énergétiques (gure 3.6). A partir
de t = 200 unités de temps, l'énergie maximale augmente. Les deux régions préédemment
itées sont alors de plus en plus souvent les plus énergétiques. A t ∼ 300 unités de temps,
l'énergie maximale est toujours loalisée dans l'une de es deux régions. Entre 270 et 350 unités
de temps, le résidu 208 A n'est ependant pas le résidu d'énergie maximale. L'ativation du
résidu 208 A ne se fait qu'à t = 350 unités de temps. Celui-i onserve alors son énergie jusqu'à
la n de la simulation. Celle-i utue ependant sur environ 10 unités d'énergie. Les éhanges
orrespondant à es utuations sont étudiés dans la partie suivante.
Ce omportement est à rapproher du phénomène de modulation d'instabilité dans un
système de type FPU à une dimension [20℄. L'analyse de e phénomène montre que plusieurs
instabilités d'énergies roissantes peuvent sous ertaines onditions aboutir à une unique in-
stabilité d'énergie maximale dans le système [17℄ [21℄, [22℄ [25℄. C'est e que nous avons vu
dans la première partie de la thèse dans le as du modèle de haîne.
3.3 Propriétés de la loalisation d'énergie
L'existene dans un système spatialement désordonné, omme une protéine, de loalisa-
tions énergétiques n'est pas un résultat trivial. De plus, la loalisation énergétique s'eetue
essentiellement sur un seul atome. An de omprendre les méanismes d'ativation de e mou-
vement, ses aratéristiques dans l'espae réel et dans l'espae des modes sont maintenant
présentées.
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Fig. 3.6  Position du résidu le plus énergétique de la itrate synthase (haîne A et B) en
fontion du temps. Deux régions (autour du ∼ 200ieme résidu de la haîne A et de la haîne
B) sont le plus souvent les plus énergétiques avant que la loalisation d'énergie ne s'installe
sur le résidu 208.
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Fig. 3.7  Énergie du résidu le plus énergétique de la itrate synthase (noir) et du résidu THR
208 A (rouge) en fontion du temps.
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3.3.1 Propriétés dans l'espae réel
An de onsidérer un intervalle de temps durant lequel l'énergie du système varie peu, on
hoisit l'intervalle : t=6000 à 6200 unités de temps. L'étalement de la loalisation est alulé.
Pour e faire, l'énergie est moyennée sur et intervalle de temps. Dans les gures 3.8 et 3.9,
les résidus sont représentés par des sphères d'une ouleur qui va du bleu au rouge, pour des
énergies roissantes. Le résidu THR 208 A (en rouge) est le seul qui soit fortement énergétique.
C'est un résidu prohe du entre de la protéine. De part et d'autre, il y a deux enveloppes
de résidus faiblement énergétiques (en blan). Ces deux enveloppes semblent symétriques par
rapport au résidu 208 A. La diérene entre l'éhelle de ouleur du résidu 208 A (20 unités
d'énergie) et elle des autres résidus (entre 0 et 1 unité d'énergie) montre le très faible étalement
de ette loalisation énergétique.
Les gures 3.8 et 3.9 ne donnent pas la diretion du mouvement de la loalisation éner-
gétique. La diretion du mode loalisé est don déterminée par la même méthode que pour
la haîne et l'agrégat, 'est-à-dire que la matrie variane-ovariane des positions S est dia-
gonalisée. Le mode de plus grande variane sur l'intervalle de temps onsidéré est noté
~B.
Dans notre étude et pour l'intervalle de temps onsidéré, le mode
~B représente 47% du mou-
vement du système. Les deux modes suivants de plus grande variane représentent 7% et
5% du mouvement, respetivement. Les autres modes ont des valeurs propres presque nulles.
Le mouvement du système est semblable à elui analysé dans le as du système 1D : il est
déomposable en 3 mouvements propres, soit 3 degrés de liberté "eetifs".
An de représenter la diretion de la loalisation, on trae
~B208
| ~B208| ∗
~Bi
| ~Bi|
en fontion de
~B208
| ~B208| ∗
~ri−~r208
|~ri−~r208| (gure 3.10). Les résidus tels que | ~Bi| > 5 ∗ 10−2 sont les seuls représentés. Il
s'agit des 17 résidus voisins du résidu entral, 'est-à-dire de tous eux qui sont à moins de 10
Å de lui. Le résidu THR 208 A est à la position (0 ;1). Les deux enveloppes de points autour
du résidu entral (en bleu "plus" lair sur la gure 3.9) se trouvent autour des deux positions
(±1 ;-1). Les diretions de leur mouvement projetée sur la diretion du mouvement du résidu
208 sont opposées à la diretion du résidu 208 A (
~B208 ∗ ~Bi<0). Les nuages sont omparables
et relativement symétriques. Plus la ontribution de
~Bi vers la diretion − ~B208 est grande et
plus le résidu est dans la diretion ± ~B208.
3.3.2 Propriétés dans l'espae des modes
1/ Le spetre de fourier du mouvement :
Le spetre du mouvement en x de plusieurs résidus est traé pour l'intervalle de temps
[6000,6200℄ (gure 3.11). Le spetre du mouvement du résidu THR 208 A a un pi dominant
de pulsation ωB = 5.59. Il est situé hors du spetre harmonique (voir annexe 6.1) délimité
par les pulsations ω1 = 0.157 à ω3N = 4.445. Le deuxième pi le plus important est linéaire.
Sa pulsation est ωH = 4.21. Il est 7 fois moins important que le pi à ωB, don 7 fois moins
énergétique. Autour de la pulsation ωB, on peut observer un pi symétrique de ωH , 'est-à-dire
ωH = 4.21 = ωB − 1.38 et ω = 6.97 = ωB + 1.38. Deux autres pis moins énergétiques sont à
signaler : ω = 4.94 = ωB − 0.65 et ω = 6.23 = ωB + 0.64.
Le spetre du mouvement du résidu entral est omplexe. La loalisation osille prini-
palement à une fréquene hors du spetre harmonique, ave ependant quelques fréquenes
symétriques autour de la omposante non-linéaire dominante. On parlera, de la même façon
qu'à une dimension, de loalisation non-linéaire ou de breather haotique.
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Fig. 3.8  Les résidus de la itrate synthase représentés par des sphères de 1 Å de rayon. La
gamme de ouleurs donne l'énergie des résidus.
Fig. 3.9  Représentation du oeur de la itrate synthase, où se loalise le breather.
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Fig. 3.10  Diretion du mouvement des résidus projetée sur la diretion du mouvement
du résidu 208 A. Le résidu 208 A est mis à la position (0,1). Lorsque la omposante de la
loalisation sur un résidu est faible ( | ~Bi| < 5 ∗ 10−2 ), le résidu est exlu. Il ne reste alors que
les 17 voisins du résidu 208 A.
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Fig. 3.11  Spetre de puissane du mouvement du résidu THR 208 A (noir, en gras) d'un de
ses voisins, THR 192 A (noir), et de GLU 295 B situé à plus de 10 Å du résidu THR 208 A
(rouge). Le spetre harmonique va de : ω1 = 0.157 à ω3N = 4.445 (lignes bleues vertiales).
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Fig. 3.12  Déomposition du mode breather sur la base des normaux. Les modes normaux
sont lassés par fréquenes roissantes.
Les omposantes spetrales du résidu THR 192 A sont plus faibles ar l'énergie moyenne de
e résidu est plus faible. Un pi dominant apparaît ependant aussi à la pulsation ωB . Le seond
pi est deux fois moins énergétique et se situe hors du spetre harmonique à ω = 4.52. Le pi
symétrique par rapport à ωB assoié à ω = 4.52, dont la pulsation est ω = 2 ∗ (ωB − 4.52) +
4.52 = 6.66, est présent mais beauoup plus faiblement. Il est 100 fois moins énergétique. La
présene de omposantes harmoniques 3.5 fois moins énergétique que le pi à ωB est à noter.
Le résidu GLU 295 B n'a quant à lui que des omposantes dominantes dans le spetre
harmonique. Un très faible pi à ωB est présent (50 fois moins énergétique que le pi linéaire
dominant).
Les diérents pis symétriques du spetre du résidu entral de la loalisation font penser à
une mobilité de la loalisation énergétique semblable au as des systèmes 1D, telle que dérit
par Kosevih [37℄. Les hangements de position du site le plus énergétique de la protéine entre
la haine A et la haîne B vers t=300-330 unités de temps onfortent ette idée (voir gure
3.6). Une étude plus détaillée serait néessaire pour onrmer e point.
2/ La base des modes normaux
Pour avoir une autre représentation de la diretion de la loalisation énergétique, le mode
breather
~B est projeté sur la base des modes normaux de la itrate synthase (gure 3.12) :
Ci = ( ~B ∗ ~N i)2 (35)
où
~N i est le veteur omposante du i-ème mode normal. On onstate ii aussi que le mode
breather n'est pas déomposable selon une seule diretion harmonique. 1/5-ième des modes de
haute fréquene permettent de dérire ependant 73.8% du mode breather. Le mode breather
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n'a auune omposante signiative le long des modes de basse fréquene. La diretion du
breather est don prinipalement une ombinaison linéaire omplexe de plusieurs modes de
haute fréquene. Les valeurs des Ci sont du même ordre de grandeur qu'à une dimension et
la ontribution du 1/5-ième des modes de haute fréquene aussi (voir paragraphe 1.3.3).
Dans e as aussi, la déomposition omplexe du mode breather doit permettre à elui-i
de ne pas entrer en interation ave les modes harmoniques du système. Cela signie aussi que
l'exitation du breather via les modes de haute fréquene, omme à une dimension, devrait
être possible [20℄.
3.4 Générer une loalisation énergétique
Les onditions d'apparition d'une loalisation énergétique dans le as des notre modèle
protéique sont maintenant étudiées. Dans un premier temps, la fontion de loalisation (for-
mule 11 dans la partie 1.4.1) est évaluée. Dans un seond temps, l'évolution de la fontion de
dissipation de l'énergie (équation 15) est analysée.
3.4.1 La loalisation d'énergie
La fontion de loalisation de l'énergie pour la simulation étudiée préédemment est traée
en fontion du temps (gure 3.13). Entre t = 0 et 300 unités de temps, la valeur de la
fontion de loalisation est voisine de 1.3. Après 300 unités de temps, ette valeur ainsi que
ses utuations roîssent. Une valeur de saturation est atteinte pour t > 3000. La fontion
de loalisation reste alors stationnaire sur plus de 3000 unités de temps. Les utuations sont
elles aussi stationnaires. La valeur maximale de la fontion de loalisation, MaxL, vaut 520.5
dans le as de ette simulation. Tandis que la fontion de loalisation lissée par une fontion
boîte de ∆t = 60 unités de temps a une valeur nale égale à ∼ 327.5.
La fontion de loalisation roît à partir du moment où le résidu d'énergie maximale ne
hange plus, 'est-à-dire vers t= 350 (voir gure 3.6). L'énergie de e résidu reste ensuite en
moyenne onstante (voir gure 3.7) tandis que les autres résidus dissipent leur énergie. Le
rapport entre l'énergie du résidu exité et l'énergie des autres résidus augmente don.
Entre t = 300 et 350 unités de temps la position du résidu d'énergie maximale hange
pendant que son énergie augmente (voir gures 3.6 et 3.7). La loalisation énergétique semble
don se mettre à olleter l'énergie de la itrate synthase. On peut supposer qu'il s'agit d'une
diusion de l'énergie dans la haîne, les ollisions de paquets d'énergie onstituant peu à peu
la loalisation énergétique. Cette interprétation est approximable par l'équation suivante [30℄ :
L(t) = (L∞ − L0) ∗ e−
t0
t + L0 (36)
où t0 est le temps pour lequel la loalisation vaut
L∞+(e−1)∗L0
e . La gure 3.14 montre la
fontion de loalisation lissée par une fontion boîte et l'approximation par l'équation 12
(omme à une dimension) ainsi que par l'équation 36. L'équation 12 (en bleu) approxime bien
mieux la fontion de loalisation lissée que ne le fait la formule 36 (en vert). La fontion
de loalisation augmente plus lentement que ette loi au début de la roissane et sature
ensuite plus rapidement. Cei n'est pas surprenant puisque l'équation 12 est une équation
empirique, qui possède un paramètre supplémentaire (σ). Ce paramètre ajuste la "rapidité"
de la roissane au voisinage du temps t0.
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Fig. 3.13  Evolution de la fontion de loalisation lors de notre première simulation de la
itrate synthase (ourbe noire). Un moyennage est aussi eetué sur ∆t = 60 unités de temps
(ourbe rouge).
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Fig. 3.14  Lissage sur ∆t = 60 unités de temps de la fontion de loalisation (en rouge).
Approximation par les équations 12 (en bleu) et 36 (en vert).
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Il ne s'agit don pas seulement d'une ollete de l'énergie diusant dans le système. D'autres
proessus sont à prendre en ompte omme l'eet du ouplage des sites ave la surfae, le
désordre du système, ou la phase d'instabilité modulationelle.
3.4.2 La déroissane d'énergie
Lors de la roissane de la fontion de loalisation, l'énergie totale de la itrate synthase
déroit. La même fontion de déroissane de l'énergie, D(t), que lors de l'étude du système
à 1D est onsidérée (voir équation 15 de la partie 1.4.3).
Notre première simulation de la itrate synthase est omparée à une simulation de la haîne
d'atomes unidimensionnelle eetuée ave la même énergie initiale :
E(0)
N = 3.21. Pour ela, la
valeur du pas a de la haîne est mise à 4 an d'éviter le omportement dérit dans la partie
1.4.6. De plus, ette valeur est prohe des plus petites distanes entre paires de Cα dans une
protéine, 'est-à-dire de la valeur de la distane entre deux Cα onséutifs. Pour ajuster les
éhelles temporelles des deux systèmes, on étudie la déroissane de l'énergie en fontion du
temps multiplié par la fration de surfae aessible [26℄. A une dimension, f = 2256 ∼ 0.0078.
Pour la itrate synthase, elle vaut f = 249741 ∼ 0.34. De plus, an de aluler la fontion
de déroissane D(t), il faut avoir la valeur E(∞) pour la simulation de la protéine. Cette
valeur peut être non nulle. Auquel as, typiquement, un résidu se plae dans un minimum
loal seondaire de l'énergie potentielle. Pour aluler ette valeur de E(∞), on proède par
minimisation de l'énergie potentielle (voir annexe 6.2) à partir de la onguration à t = tf .
Dans notre première simulation, E(∞) = 0, e qui signie que les onformations initiale et
nale sont les mêmes.
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Fig. 3.15  Fontion de déroissane de l'énergie de la itrate synthase (noir) et d'une haîne
de 256 atomes (rouge). L'énergie initiale (
E(0)
N = 3.21) et les paramètres sont les mêmes.
La gure 3.15 montre la fontion D(t), alulée pour les deux simulations. Pour f ∗t < 100
unités de temps, les omportements de la haîne linéaire et de la protéine sont de même
nature. L'énergie déroit omme une exponentielle de temps aratéristique égal à
1
γ = 20
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Fig. 3.16  Valeur maximale de la fontion de loalisation au ours d'une simulation de 6000
unités de temps, en fontion de E(0)/N. Pour haque trajetoire, MaxL est alulé à partir
de 300 points.
(voir équation 16). Pour f ∗ t > 100 unités de temps, la relaxation est lente. Le plateau de
relaxation a un oeient direteur semblable pour les deux systèmes. Pour la itrate synthase,
le plateau de relaxation lente s'eetue à une énergie un peu plus haute (11.7% de plus). Lors
de es simulations, la itrate synthase semble don avoir eu tendane à mieux retenir son
énergie que la haîne linéaire.
3.4.3 Inuene de l'énergie initiale
An de déterminer les onditions pour lesquelles l'énergie est la mieux stokée et la mieux
loalisée dans la itrate synthase, 150 simulations ont été eetuées, ave des énergies initiales
roissantes allant de
E(0)
N = 0.027 à 4. La gure 3.16 montre la valeur maximale, MaxL, de
la fontion de loalisation en fontion de l'énergie initiale.
Pour
E(0)
N < 0.75, MaxL ∼ 25. L'énergie du système se loalise, mais sur un nombre
d'atomes important (∼ 30). Pour E(0)N ∼ 1 et sur une plage d'énergie de ∆EN ∼ 0.4, MaxL
roît fortement. Comme nous l'avons dit préédemment, la présene de seuils énergétiques
d'exitation des breathers a déjà été notée dans des systèmes FPU tridimensionnels, notam-
ment par S. Flah [14℄.
Pour
E(0)
N > 1.25, MaxL ∼ 450. La loalisation de l'énergie est forte. Cela orrespond à
une loalisation sur p ∼ 1.6 atomes. L'énergie est don loalisée sur quasiment un seul atome.
Des as tels que MaxL ∼ 300 ont aussi été obtenus (∼ 9% des as au dessus du seuil énergé-
tique).
Etudions maintenant la façon dont se met en plae l'état loalisé. La rapidité de la rois-
sane de la fontion de loalisation est donnée par la valeur de t0 (équation 12). Cette valeur
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Fig. 3.17  Valeur de t0 en fontion de E(0)/N, estimée via la formule 12, dont les paramètres
sont obtenus à partir d'un t de la fontion de loalisation sur 6000 unités de temps.
est traée en fontion de l'énergie initiale. Pour
E(0)
N < 1.25, t0 augmente quand
E(0)
N baisse.
Le début de la roissane de la loalisation s'eetue don d'autant plus tard qu'elle om-
mene à basse énergie. Pour
E(0)
N > 1.25, t0 ∼ 1300. Il semble don y avoir aussi un temps
minimal : la loalisation ne s'eetue pas plus vite ave des énergies initiales plus grandes.
L'ativation de la loalisation énergétique s'eetue durant une phase semblable à l'instabilité
modulationnelle dérite à une dimension, ependant la loalisation ne peut émerger qu'une
fois que le mode de plus basse fréquene du système est vidé de son énergie. A partir d'une
ertaine énergie initiale, l'éhelle temporelle d'ativation de la loalisation énergétique devient
indépendante de l'énergie initiale.
An, notamment, de déterminer l'état du système aux basses énergies initiales, l'énergie
du résidu le plus énergétique de la protéine à la n de la simulation (appelée Max < E >) est
traée en fontion de l'énergie initiale
E(0)
N (voir gure 3.18). Pour
E(0)
N < 0.75, tous les résidus
ont perdu leur énergie à la n de la simulation. Les dynamiques à faible énergie initiale sont
don des dynamiques durant lequelles le système se vide presque totalement. La valeur de la
loalisation énergétique n'est ependant pas négligeable puisqu'elle vaut approximativement
25. Le système est en fait dans un état loalisé de manière non-linéaire, orrespondant à un
mouvement de pulsation de ω = 4.45 (la limite maximale du spetre linéaire est à ω3N = 4.44,
lairement en dessous). La déomposition sur les modes normaux est prohe de la déompo-
sition du mouvement de la loalisation étudiée en début de partie (voir gure 3.11).
Pour
E(0)
N ∼ 1, l'énergie du résidu le plus énergétique roit fortement. Certains sites sont
exités. Pour
E(0)
N > 1.25, l'énergie du résidu le plus énergétique de la protéine est ∼ 13,
'est-à-dire plus grand que l'énergie moyenne initiale par site,
E(0)
N . L'ativation d'une loali-
sation énergétique sur un seul résidu est initiée à une énergie moyenne supérieure à 1, omme
l'indiquait la gure 3.16. La présene d'un plateau d'énergie pour le résidu le plus énergétique
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Fig. 3.18  Valeur moyenne <E> du résidu le plus énergétique de la itrate synthase (appelée
Max < E >= Maxi∈[1;N ](< Ei(t) >t∈[5500;6000])) entre 5500 et 6000 unités de temps, en
fontion de E(0)/N.
suggère qu'un site ne peut stoker plus qu'une énergie donnée.
Les dynamiques ayant une énergie maximale MaxE par site ∼ 4 sont les dynamiques à
MaxL ∼ 300. La valeur de loalisation partiulièrement basse pour ette gamme d'énergie
initiale est due à la valeur basse de l'énergie du résidu le plus énergétique. Le rapport entre
l'intensité de la loalisation et la quantité d'énergie loalisée est détaillé ensuite.
L'état loalisé omportant un seul atome fortement exité est maintenant analysé. Pour
ela, on trae l'énergie nale de la protéine en fontion de l'énergie du résidu entral de la
loalisation énergétique. La gure 3.19 montre le résultat obtenu. La relation entre l'énergie
de la protéine et l'énergie du résidu le plus énergétique de la protéine est linéaire à partir
d'une énergie maximale par site supérieure à environ 1 unité d'énergie. Le oeient dire-
teur est alors ∼ 1.363. L'ordonnée à l'origine est de 2.686 unités d'énergie. Il y a une zone
transitoire pour Max<E> < 1. Cette zone montre le omportement du système lorsque la va-
leur de Max<E> est partiulièrement basse, e qui orrespond à une valeur d'énergie initiale
partiulièrement basse (gure 3.18).
Pour une valeur de Max<E> supérieure à 1, l'énergie totale de la itrate synthase est
dominée par l'énergie de la loalisation énergétique. La valeur 1.363∗Max<E> semble donner
l'étalement de la loalisation énergétique. On peut don supposer qu'il n'y a pas de déformation
de l'étalement sur les résidus pour des énergies loalisées diérentes. Ce résultat est d'autant
plus frappant que les sites de loalisation ne sont pas toujours les mêmes, omme nous allons
le voir dans la partie suivante.
Ce résultat est à rapproher de eux obtenus lors de l'étude de l'agrégat. Il a été montré
que dans e système la loalisation énergétique se plae sur deux atomes, et que l'énergie de
es deux atomes donne l'énergie totale du système, à une onstante additive près. Cependant,
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Fig. 3.19  Energie totale de la protéine à t=6000 unités de temps en fontion de l'énergie
moyenne du résidu le plus énergétique de la protéine entre 5500 et 6000 unités de temps :
Max < E >. La droite en rouge orrespond au as où toute l'énergie serait sur un seul atome.
les valeurs d'énergies maximales loalisées sont plus faibles.
Les diérents systèmes étudiés sont maintenant omparés. Pour ela, on trae la quantité
d'énergie dans le système E(tf ) à la n de la simulation en fontion de la valeur maximale de
la loalisation. An de pouvoir omparer les loalisations des 3 systèmes étudiés dans ette
thèse, l'énergie du système est traée en fontion de
MaxL
N (gure 3.20), pour tenir ompte du
fait que la valeur de MaxL est omprise entre 1 et N .
Les plus fortes valeurs de loalisation sont atteintes dans le as de la itrate synthase.
Cei orrespond au fait que la loalisation s'eetue sur environ 2 atomes pour l'agrégat et
la haîne alors qu'elle s'eetue sur environ 1 atome dans le as de la protéine. De plus, les
énergies loalisés sont plus faibles dans le as de l'agrégat et de la haîne, et e même lorsque la
simulation possède plusieurs breathers haotiques (as de l'agrégat à 6 ouhes). La loalisation
sur un seul atome peut don se faire dans une gamme d'énergie plus élevée. Notons tout de
même que pour la haîne, le temps tf de simulation était plus grand que dans les deux autres
systèmes (agrégat et itrate synthase), omparativement aux éhelles temporelles linéaires de
haque système.
3.4.4 Les sites privilégiés
On regarde dans ette partie quels sont les résidus où l'on a observé une loalisation
énergétique. Pour ela, on analyse les 150 simulations préédemment eetuées. Le numéro
des diérents résidus est traé en fontion de la valeur deMaxL (voir gure 3.21). Aux faibles
valeurs de loalisation, les résidus ALA 196 A, ALA 209 A et SER 213 B sont eux d'énergie
maximale. Le résidu SER 213 B est le plus souvent le résidu d'énergie maximale à es valeurs
de MaxL, tandis qu'entre MaxL = 25 et 400, il est le seul. A partir de MaxL > 400,
l'énergie peut se loaliser sur d'autres résidus. Leur position est voisine du résidu no 200 de
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Fig. 3.20  Energie des diérents systèmes à la n de la simulation (t = tf ) en fontion de la
valeur maximale de la fontion de loalisationMaxL. Le temps de simulation est de tf = 6000
pour l'agrégat (6 ouhes) et la itrate synthase, et de tf = 2∗106 pour la haîne de N atomes
dont le pas a est de 4.
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Fig. 3.21  Numéro du résidu le plus énergétique entre 5500 et 6000 unités de temps, en
fontion de la valeur maximale de la fontion de loalisation sur 6000 unités de temps.
haque haîne. Le nombre d'exitations des résidus pour MaxL > 400 ('est-à-dire pour 101
simulations au total) est donné dans le tableau 2.
Atome 177 192 196 208 209 212 213 215
Aide aminé ALA THR ALA THR ALA ALA SER LYS
Chaîne A 0 1 5 10 2 1 7 1
Chaîne B 1 0 1 1 0 0 71 0
Tab. 2  Résidu où l'on observe la loalisation, quand MaxL > 400, 'est-à-dire pour 101
dynamiques, sur les 150 eetuées.
Le résidu qui est le plus souvent énergétique, sur les deux haînes, est le résidu SER 213
B : dans 71 as sur 101. Dans la haîne B, seulement 4 résidus sont des sites de loalisation.
Dans la haîne A, plusieurs sites semblent equiprobables, omme les résidus ALA 196, THR
208 et SER 213.
La protéine étudiée est un dimère. Cependant, les oordonnées proviennent d'une étude
par ristallographie. La symétrie n'est don pas parfaite et le nombre de liaisons par atome
est légèrement diérent, d'un monomère à l'autre. L'inuene de la topologie sur le hoix des
sites de loalisation d'énergie vient ainsi d'être montrée. An de préiser e point, le nombre
de liens par résidu pour la itrate synthase est traé (gure 3.22). Le nombre de liaisons par
résidu n'est pas onstant. Le nombre de liaisons est distribué autour d'une valeur moyenne :
18. La valeur minimale est de 7 pour les résidus GLU 374 A, ALA 375 A et ALA 375 B. La
valeur maximale est de 38 pour les résidus ALA 196 A, ALA 209 A, ALA 209 B et SER 213
B. Notez que e dernier est le site de loalisation le plus fréquent (tableau 2)
Entre les résidus 179 et 216 de haque haîne, deux régions dont le nombre de liaisons est
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Fig. 3.22  Nombre de liaisons par résidu dans la itrate synthase en fontion du numéro du
résidu. Rc = 10 Å.
partiulièrement élevé apparaissent. Dans es deux régions, le nombre de liaisons n'est jamais
en dessous de 20. D'autres régions plus petites, d'une dizaine de résidus haune, sont aussi
partiulièrement onnetées.
Un zoom sur la gure 3.22 est eetué et les résidus où se situent les loalisations énergé-
tiques sont mis en ouleur (gure 3.23). Les résidus où se plaent les loalisations sont presque
tous situés sur des maxima loaux ou globaux de la ourbe du nombre de liaisons. Le résidu
213 a le maximum de liaisons pour la haîne B, résidu le plus souvent site de loalisation
énergétique, mais pas pour la haîne A. On peut alors être tenté de faire le lien ave le modèle
unidimensionnel, où il a été noté que les loalisations énergétiques ont tendane à fuir les
bords de la haîne (voir partie 1.3.1), qui sont moins onnetés. Mais dans le as des agrégats
le nombre de liens pour haque atome est onstant (mis à part eux en surfae). Une autre
représentation est don néessaire.
Plus les résidus sont onnetés, plus leur rigidité est grande et plus leur fréquene de
vibration "loale" est grande. Les modes normaux de haute fréquene (voir annexe 6.1) ont
ependant un rapport non seulement ave le nombre de liaisons par résidu mais aussi ave leur
diretion. Par exemple, lorsque elles-i sont oorientées, la fréquene du mode normal assoiée
est plus grande. An d'évaluer la ontribution des 10 modes normaux de haute fréquene (1.3
% des modes) pour un site i, on utilise la grandeur :
pi =
3∗N∑
j=3∗N−9
( ~N ji )
2
(37)
où
~N ji est le veteur assoié au mode normal j sur le i-ème résidu. La gure 3.24 montre les
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valeurs de pi en fontion du numéro des résidus. Les hautes valeurs de pi sont toutes situées
dans la même zone pour la itrate synthase : entre les résidus 187 et 218. En dehors de ette
région, pi ne dépasse pas 0.05. Cei sera détaillé dans le as d'autres protéines, dans la partie
4.5.
Pour les résidus ALA 209 A et SER 213 B, la ontribution des 10 modes normaux de
plus haute fréquene orrespond respetivement à 8% et 10% de la somme totale sur tous les
modes. Les maxima loaux de ette ontribution dérivent bien les positions des loalisations
énergétiques. Les fortes valeurs de pi représentent mieux les positions des loalisations éner-
gétiques que le nombre de liens par résidu (voir gure 3.22). Cette propriété sera utilisée dans
la partie suivante, onernant les sites atalytiques.
3.4.5 Les autres protéines et les autres modèles
La méthode de relaxation par la surfae nous a permis de mettre en évidene des loalisa-
tions énergétiques dans un modèle de la itrate synthase. Cependant, pour ertaines protéines,
auune loalisation d'énergie n'a obtenue ave ette approhe. Notamment, toutes elles que
nous avons essayées (voir table 3) et dont le nombre de résidus est inférieur à 559. Dans es
as, l'eet de la surfae est sans doute trop important. Appliquer à es systèmes la méthode
onsistant à exiter les modes de haute fréquene [20℄ pourrait permettre d'éviter ela, et ainsi
d'étudier des protéines bien plus petites que la itrate synthase.
Un as intéressant est ependant à noter : elui de la rhodopsine (PDB ID : "1U19" qui
a 348 résidus). Ave un ut-o, Rc de 10Å , auune loalisation énergétique n'est obtenue.
Cependant, en augmentant elui-i à 12 Å, il a été possible de voir des breathers se former.
Les résidus onernés sont les résidus THR 94/PHE 116/ILE 189. L'Apopaine (PDB D : 1CP3)
a aussi e omportement, des loalisations étant observées sur les résidus PRO 263 A et B.
Une autre limitation de notre approhe est bien sûr la forme du potentiel onsidéré. Même
si, pour l'instant, auun essai ave un potentiel omplet (voir equation 22) n'a onduit à une
loalisation énergétique d'origine non-linéaire dans les protéines, une étude plus omplète reste
néessaire.
Protéine PDB ID N
bre
de résidu
HIV-1 Protease 1A30 2*99+3
Chaperone HSP90 1BGQ 214
Anhydrase arbonique II 1A42 256
Riine 1BR6 268
mRNA Triphosphatase CET1 1D8H 288
Rhodopsine 1U19 348
Apopaine 1CP3 232*2
Cytohrome CD1 1QKS 559
Tab. 3  Méthode de dissipation par la surfae appliquée à quelques protéines ave Rc = 10
Å . Dans tous es as, on n'observe pas de loalisation énergétique (ave
E(0)
N < 4).
102
Fig. 3.23  Nombre de liaisons par résidu, pour les résidus 187 à 218 des deux haînes de
la itrate synthase, en fontion du numéro du résidu de la haîne A (noir) et de la haîne B
(rouge). Les résidus qu'on trouve exités à la n des dynamiques sont en bleu, pour la haîne
A et en rouge, pour la haîne B (erles pleins).
Fig. 3.24  Contribution des 10 modes normaux de plus haute fréquene de la itrate synthase,
en fontion du numéro du résidu. La haîne A est en noir et la haîne B en rouge. Les résidus
exités de la haîne A sont en bleu et eux de la haîne B en rouge.
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4 Propriétés statistiques des sites atalytiques : Justiation
du modèle
Dans les protéines, la façon dont les propriétés méaniques ontribuent à la fontion n'a
pas enore été lairement établie. Le travail présenté dans ette thèse a permis d'observer
un stokage d'énergie sur ertains résidus de la struture, dans les régions les plus rigides.
An d'essayer de valider nos résultats, les propriétés des sites atalytiques sont omparées aux
propriétés loales des sites de loalisations énergétiques. Des statistiques sont eetuées. En
eet, susamment de strutures de protéines sont disponibles (plus de 40000 strutures sont
stokées dans la PDB) pour pouvoir eetuer des analyses à grande éhelle.
Dans un premier temps, quelques propriétés des sites atalytiques sont rappelées. Dans
un seond temps, plusieurs statistiques liées à nos résultats sont eetuées. Finalement, une
desription possible de l'ativité d'un site atalytique est présentée.
4.1 Propriétés générales des résidus atalytiques
Un résidu atalytique fait partie d'une zone d'une protéine partiipant à une réation a-
talytique. Soit il partiipe diretement au méanisme, soit il a un eet sur un autre résidu ou
le substrat, soit il stabilise un état intermédiaire. Les propriétés physio himiques des résidus
(leur masse, leur polarité, leur aidité, et) sont utilisés par la protéine. La probabilité qu'un
résidu soit atalytique dière don d'un type de résidu à l'autre. Elle a été évaluée par G. J.
Bartlett, C. T. Porter, N. Borkakoti et J. M. Thornton [59℄ (voir gure 4.1).
Fig. 4.1  Probabilité qu'un résidu soit atalytique en fontion de son type. Cette probabilité
est dénie, pour un type d'aide aminé donné, omme étant le pourentage de résidus ata-
lytiques divisé par le pourentage de e type de résidus dans une population de protéines. La
plupart des résidus atalytiques sont des résidus polaires (HIS, CYS, ASP, ARG, GLU, TYR,
LYS, ASN). Graphe tiré de [59℄.
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Les aides aminés polaires sont les plus présents dans les sites atalytiques (HIS, CYS,
ASP, ARG, GLU, TYR, LYS, ASN) [59℄. L'histidine (HIS) par exemple possède un noyau
d'imidazole dont un des atomes d'azote est apable de apter ou bien de donner un proton.
Ce qui lui permet de partiiper à des réations de transfert de proton.
4.2 La distane à la surfae
Dans notre modèle, la polarité des résidus n'a pas été prise en ompte. Par ontre, nous
avons vu que les propriétés topologiques de la struture d'une protéine peuvent permettre
l'apparition de loalisations énergétiques. Dans ette partie, nous allons essayer d'établir un
lien entre le type de résidu (atalytique ou non) et les propriétés topologiques loales.
Les breathers haotiques ne peuvent se développer et survivre qu'en l'absene d'éhange
d'énergie ave leur environnement. Ils doivent don se loaliser sur des sites qui sont loin de
la surfae de la protéine. La première propriété maintenant étudiée est don la distane des
résidus atalytiques à la surfae.
Dans notre modèle, dans lesquels les Cα à moins de 10 Å les uns des autres sont liés,
on peut dénir la distane entre un résidu et la surfae omme étant le nombre minimal de
liaisons néessaire pour relier le résidu à un autre situé à la surfae. Les résidus de surfae sont
don, par dénition, à une distane nulle. La gure 4.2 montre la répartition de es distanes
le long de la haîne polypeptidique, dans le as de la itrate synthase.
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Fig. 4.2  Distane minimale à la surfae de haque résidu de la itrate synthase. Cette distane
est exprimée en termes de nombre de liens séparant le résidu de la surfae. Les deux zones
(autour du résidu n
o
200 pour haune des deux haînes) apparaissant omme "protégées" de
la surfae, 'est-à-dire ave un nombre de liens égal à 2, sont elles où nous avons observé des
breathers haotiques.
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Pour un ut-o, Rc de 10 Å, es distanes minimales prennent des valeurs omprises entre
0 et 2. Deux zones apparaissent "protégées" de la surfae : autour du résidu n
o
200, pour ha-
une des deux haînes. C'est bien là où nous avons observé des breathers haotiques. De fait,
les résidus de la itrate synthase où apparaissent des loalisations énergétiques (voir tableau
2 de la partie 3.4.4) sont tous à une distane minimale à la surfae égale à 2. L'étude de la
stabilité d'une loalisation énergétique dans un agrégat avait aussi montré qu'il s'agit d'une
distane minimale (voir partie 2.4.2). Auun voisin du résidu où se situe la loalisation éner-
gétique n'est alors en surfae. Cela permet manifestement à la loalisation énergétique d'en
être susamment isolée.
La gure 4.3 montre une statistique des distanes à la surfae pour un ensemble de 57371
résidus et de 529 résidus atalytiques appartenant aux 178 enzymes du Catalyti Site Atlas
[65℄ (http ://www.ebi.a.uk/thornton-srv/databases/CSA).
Fig. 4.3  Statistique de la distane minimale à la surfae pour tous les résidus (à gauhe)
et pour les résidus atalytiques (à droite) de 178 enzymes du Catalyti Site Atlas [65℄. Les
résidus atalytiques sont plus souvent à une distane égale à deux que la moyenne des résidus.
Le pourentage de résidus atalytiques en surfae est moins élevé que pour l'ensemble
des résidus. Les résidus atalytiques ont aussi plus souvent une distane égale à deux que la
moyenne des résidus. Dans le adre de notre modèle et de notre méthode de relaxation par la
surfae, les résidus atalytiques sont don plus suseptibles d'être des sites d'établissement de
loalisations énergétiques que la moyenne des résidus.
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4.3 L'enfouissement statistique des résidus atalytiques
Nous avons vu qu'une loalisation énergétique s'établit dans des zones très onnetées (voir
partie 3.4.4). On peut don se demander si les résidus atalytiques ont un nombre de liens
par résidu partiulièrement grand. La gure 4.4 montre la statistique observée dans le as des
enzymes du Catalyti Site Atlas.
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Fig. 4.4  Probabilité du nombre de liens pour un résidu quelonque (noir) et pour un résidu
atalytique (rouge). Les résidus atalytiques ont tendane à être dans les régions les plus
onnetées.
La probabilité du nombre de liens pour un résidu quelonque dérit une ourbe en lohe
entrée sur 18 liaisons ave un éart type d'environ 6.5 liaisons (en faisant une approximation
gaussienne). En e qui onerne la distribution des résidus atalytiques, le nombre de liaisons
moyen est de 22 et l'éart type d'environ 4.5. Les résidus atalytiques ont don en moyenne plus
de liens que les autres résidus. Ils sont don le plus souvent dans des régions très onnetées.
Le fait que les résidus atalytiques aient un nombre de liens élevé et qu'ils soient aussi
plus enfouis, omme "protégés" de la surfae, n'est pas évident. En eet, pour eetuer leur
fontion, les résidus atalytiques doivent être en ontat ave les substrats. Or, un grand
nombre de liens signie qu'ils sont dans un environnement très dense, 'est-à-dire qu'il y a
beauoup de résidus autour d'eux.
4.4 Quelques résultats onnus sur les sites atalytiques
Ces deux analyses ne font que onrmer plusieurs résultats obtenus préédemment. Par
exemple, la gure 4.5, tirée de [59℄, donne la statistique de l'aessibilité des résidus au solvant,
alulée ave une approhe standard, 'est-à-dire ave un modèle tous atomes, obtenue à partir
110
de l'analyse des strutures des enzymes.
Fig. 4.5  Statistique de l'aessibilité au solvent pour l'ensemble des résidus (), les résidus
atalytiques (♦), et les résidus polaires (N). Les résidus atalytiques ont une aessibilité au
solvent réduite. Graphe tiré de [59℄.
Les résidus atalytiques ont une aessibilité au solvent réduite. Elle dépasse rarement les
35% d'aessibilité. Les résidus polaires ont par ontre une aessibilité au solvent plus forte
que l'ensemble des résidus. Comme les résidus atalytiques sont majoritairement des résidus
polaires, on peut en déduire que la fontion atalytique impose une aessibilité au solvent par-
tiulièrement faible, à l'opposé de la tendane imposée par leurs propriétés physio-himiques.
Cet enfouissement doit aussi ontraindre le mouvement des résidus atalytiques, e que
onrme l'analyse eetuée par G. J. Bartlett, C. T. Porter, N. Borkakoti et J. M. Thorn-
ton [59℄. La gure 4.6 montre la statistique des fateurs B ristallographiques. Les résidus
aessibles au solvant (aessibilité relative au solvant supérieure à 5%) sont légèrement plus
mobiles en moyenne, probablement du fait d'une plus grande liberté de mouvement à la sur-
fae de la struture. Les résidus atalytiques se singularisent nettement : ils ont des fateurs
B partiulièrement faibles. Cette tendane est enore plus nette lorsque le ligand est présent.
Les résidus atalytiques sont don des résidus peu mobiles et enfouis dans l'enzyme. Cei
peut être relié à la rigidité loale des sites atalytiques. Un alul préis de la rigidité loale
autour des résidus des protéines a été proposé par R. Lavery et S. Saquin-Mora [34℄. A partir
d'une dynamique brownienne, les onstantes de fore loales d'une protéine sont déterminées
(gure 4.7). Par exemple, dans le as de la peroxidase du raifort, la onstante de fore assoiée
à un résidu est en moyenne prohe de 15 unités. Certaines zones se détahent omme les résidus
41, 42, 38, 170, où les onstantes de fore peuvent être 15 fois plus fortes que la moyenne. Ces
résidus appartiennent au site atalytique (F41, H42, R38) ou au site de xation (H170) de la
protéine. Il a de plus été montré qu'en onsidérant les résidus dont la onstante de fore est
supérieure à un seuil, on peut identier 80% [35℄ des résidus atalytiques ave seulement 25%
de fausses attributions.
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Fig. 4.6  Statistique des fateurs B pour tous les résidus, les résidus atalytiques, les rési-
dus atalytique sans ligand, et les résidus aessibles au solvent (RSA > 5 %). Les résidus
atalytiques sont des résidus peu mobiles. Graphe tiré de [59℄.
La distribution des onstantes de fore montre don que les résidus atalytiques sont
dans des zones très rigides de la protéine. De plus, ette rigidité partiulière ne semble pas
forément assoiée au degré d'enfouissement du résidu, puisqu'elle ne onerne essentiellement
que quelques résidus. Tout ei suggère don une organisation omplexe de la struture.
4.5 Les modes normaux
L'étude des modes normaux des protéines omplète ette desription. Il a été montré [45℄
que les résidus atalytiques se situent souvent près des "harnières" du mouvement fontion-
nel des protéines. Ce résultat a été établi en utilisant le fait que les deux normaux de basse
fréquene sont souvent apable de dérire relativement orretement le mouvement d'attahe
à un ligand [54℄ [55℄ [56℄ [57℄. Plus préisément, il a été montré que dans le as des résidus
atalytiques, les ontributions des deux modes normaux de plus basse fréquene | ~N i=1 et 2j=res. cat.|2
sont faibles. La protéine semble don apable de xer son substrat dans une partie peu mobile.
Les mouvements amples servent à priori à déouvrir les résidus atalytiques tout en pouvant
permettre l'amélioration de la xation du substrat grae à un mouvement de type "pine".
Le mouvement de type "pine" d'une protéine pourrait aussi être failité par la rigidité de la
harnière, sur ou à proximité des résidus atalytiques.
Dans le adre de notre modèle, il a été montré que les loalisations énergétiques se dé-
omposent sur un grand nombre de modes normaux de haute fréquene (voir la gure 3.12).
Les omposantes de haute fréquene sont don maintenant étudiées. Pour ela, on dénit la
ontribution du 1/5-ième des modes normaux de haute fréquene sur le résidu numéro i par
hi. La ontribution du 1/5-ième des modes normaux de basse fréquene sur le résidu numéro
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Fig. 4.7  (a) Constante de fore pour haque résidu de la peroxidase du raifort. (b) Dessin
présentant la struture de la protéine ainsi que le groupe heminique (en rouge). () Dessin
présentant la liaison entre le groupe heminique, les résidus atalytiques (vert) et le site de
liaison (en violet). Graphe tiré de [34℄.
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i est dénie par bi :
hi =
3∗N∑
j= 4
5
∗3∗N
( ~N ji )
2 bi =
1
5
∗3∗N∑
j=1
( ~N ji )
2
(38)
où
~N ji est la omposante du j-ème mode normal sur le i-ème résidu. Notez que, omme
~N ji a
trois omposantes xi, yi et zi, si la somme était étendue à l'ensemble des modes, les valeurs
de hi et de bi seraient égales à 3.
Les gures 4.8 et 4.9 montrent la ontribution de bi en fontion de hi, pour l'ensemble des
résidus et pour les seuls résidus atalytiques. Pour l'ensemble des résidus, les faibles valeurs de
bi orrespondent bien sûr à de fortes valeurs de hi, et inversement. Des valeurs de hi inférieures
à 0.01 sont possibles. Par ontre, il n'y a pas de valeur de bi inférieure à 0.01. La valeur 1,
pour les hautes fréquenes, et la valeur 0.1, pour les basses fréquenes, et vie versa, sont
privilégiées. Les résidus atalytiques ont de plus grandes valeurs de hi ainsi que des valeurs
de bi faibles.
Les résidus atalytiques se plaent dans les régions assoiés à de grandes ontributions des
modes normaux de haute fréquene. On retrouve don le résultat indiquant que les résidus
atalytiques sont dans les noeuds, 'est-à-dire aux harnières, des mouvements de basse fré-
quene de l'enzyme [45℄.
Une hypothèse sur le fontionnement enzymatique en déoule. A première vue, on pourrait
suggérer que la rigidité spéialement intense, telle que l'a montré le groupe de R. Lavery [34℄,
au niveau de la harnière du mouvement fontionnel détermine e mouvement fontionnel,
dans le sens où si l'on enlevait ette rigidité, le mouvement fontionnel ne serait plus dénit
par les deux mouvements linéaires de plus basses fréquenes. Cependant, il a été montré [68℄
que le mode représentant hangement de onformation est dérit par quelques modes, les
plus "robustes", dont les propriétés sont dénies par la forme de la protéine et, non pas,
par la rigidité loale. On peut don proposer que la rigidité spéialement grande sur les sites
atalytiques permette à la protéine de stoker de l'énergie pendant des temps longs et ainsi
d'abaisser les barrières d'énergie néessaires à l'aomplissement de la fontion atalytique.
La rigidité servirait alors, dans e as, à faire onverger de l'énergie vers le site atif.
De plus, avant la xation d'un ligand sur une enzyme, la struture est "ouverte". Lors de
la xation, elle se ferme et un dégagement d'énergie pourrait don avoir lieu au niveau de la
harnière, 'est-à-dire au niveau des sites atalytiques, et don dans la diretion des modes
normaux de haute fréquene (voir gure 4.9). Rappelons de nouveau que l'on a vu que le mode
breather de la itrate synthase se déompose essentiellement sur le 1/5-ième des diretions de
haute fréquene (voir gure 3.11). Ainsi, on peut supposer qu'en mettant de l'énergie sur
quelques unes des diretions de haute fréquene (lors de la réation atalytique, par exemple),
il pourrait, aussi, se produire une phase d'instabilité modulationnelle initiée de la même façon
qu'à une dimension [20℄. Un breather haotique pourrait alors, de ette façon, être généré
au niveau d'un site atalytique, permettant à l'enzyme de onserver de l'énergie pendant des
temps longs. Cette hypothèse est sur le point d'être validée, ar la mise d'énergie dans une
protéine, initialement à température nulle, sur un résidu atalytique dans la diretion la plus
rigide, est apable d'initier un mode breather [69℄.
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Fig. 4.8  Contribution au mouvement de haque résidu du 1/5-ième des modes de basse
fréquene, bi, en fontion du 1/5-ième des modes de haute fréquene, hi. Les axes sont en
log-log.
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Fig. 4.9  Contribution au mouvement de haque résidu atalytique du 1/5-ième des modes
de basse fréquene, bi, en fontion du 1/5-ième des modes de haute fréquene, hi. Les axes
sont en log-log.
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5 Conlusion et Perspetives
Au ours de ette thèse, nous avons onçu un modèle de type non-linéaire des protéines et
nous avons montré qu'on peut y observer des loalisations d'énergie, pendant des temps longs
par rapport aux éhelles linéaires du système.
Dans une première partie, le modèle unidimensionel dont nous nous sommes inspirés est
présenté. La méthode que nous avons utilisée onsiste à vider l'énergie du système par les bords.
Cei nous a permis de générer des loalisations d'énergie dont nous avons étudié quelques
onditions d'existene. Nous avons remarqué que les breathers haotiques sont plus failement
exitables ave des énergies initiales roissantes. De plus, ils peuvent alors être immobiles.
Dans la deuxième partie de la thèse, la généralisation de la méthode au as des agrégats
d'atomes tridimensionnels est présentée. Le nombre de liens minimum qu'il doit y avoir entre
une loalisation d'énergie et la surfae dissipative an qu'elle puisse se développer, omme
"protégée" de la surfae, est déterminé. Dans la plupart des as, il faut 3 liaisons séparant un
atome à forte énergie de la surfae. Dans le as d'une loalisation intense, l'étalement étant
moins important, 2 liaisons susent pour protéger une loalisation énergétique de la surfae
dissipative.
Dans la troisième partie de la thèse, nous avons montré que notre modèle de protéines
permet de générer des loalisations d'énergie dans leur oeur. Les breathers haotiques, à la
n de la simulation, sont alors loalisés sur un seul aide-aminé. Ils sont, de plus, apables
de se déplaer, olletant l'énergie des aides-aminés voisins pour nalement avoir une énergie
bien plus importante que l'énergie moyenne initialement répartie dans la protéine. Un point
important, 'est que nous avons observé que l'énergie se loalise sur les aides-aminés présents
dans les régions les plus rigides du système. Les sites atalytiques étant dans des régions parti-
ulièrement enfouies et don loalement très rigides de la struture protéique, les loalisations
énergétiques ont la possibilité de s'y développer. Un fontionnement des sites atalytiques est
envisageable, en disant que si de l'énergie est mise sur les sites atalytiques, via une réation
enzymatique par exemple, un mode breather peut se développer, par une phase de type mo-
dulation d'instabilité, au niveau du site atalytique. Une grande quantité d'énergie peut alors
être stokée, pour être relarguée bien plus tard.
Une première perspetive à ette thèse est de vérier si les loalisations énergétiques
existent enore pour d'autres potentiels, plus réalistes ette fois, ou si elles sont aratéris-
tiques de notre perturbation anharmonique (d'ordre 4). Pour ela, il faudrait, par exemple,
eetuer le alul des onstantes de fore (ette fois-i toutes diérentes) pour haque liaison
entre aides-aminés voisins.
An de onrmer le lien ave la rigidité, il serait aussi néessaire d'améliorer le alul de
ette grandeur, notamment en e qui onerne les grands déplaements des aides aminés. En
eet, dans e as, les liaisons entre aides-aminés ne peuvent pas être modélisés omme reliant
seulement les arbones α. Le déplaement, à l'intérieur de la protéine, de l'aide aminé, est
bien sûr un mouvement plus omplexe.
L'eet d'un bain thermique non nul, appliqué à la surfae, reste aussi à analyser. Il serait,
en eet, intéressant d'étudier le ux thermique entre la surfae et le oeur, pour voir si un
breather pourrait être ativé thermiquement, par la surfae.
Une étude expérimentale pourrait permettre de valider de manière plus onvainante notre
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modèle. Pour ela, il faudrait, par exemple, plaer des hromophores exitable ave des énergies
de l'ordre de 20 ou 30 KCal ∗mol−1 sur des résidus rigides du site atif. On pourrait ainsi
voir si l'enzyme fontionne. Dans e as, elle émettrait des photons, puis dissiperait l'énergie
du breather en exitatant le hromophore. Les temps de persistane, et la loi de relaxation
énergétique pourraient alors servir à évaluer le type de stokage, si elui-i se produit.
On pourrait, aussi, eetuer des mutations sur des résidus e qui modierait la omplé-
mentarité de l'enzyme ave le substrat. La stabilité et l'ativité de elle-i pourraient alors être
prédites ave notre modèle en évaluant les taux d'existene ainsi que la qualité des loalisations
énergétiques générées dans les protéines, mutées et natives.
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6 Annexes
6.1 Les modes normaux
Les modes normaux sont une base de l'espae d'étude. Pour la aluler, la struture doit
être au minimum de l'énergie potentielle du système. Pour les systèmes étudiés au ours
de la thèse, à t = 0, on est toujours au minimum de l'énergie potentielle, par dénition.
Ce minimum est noté ~r0. Pour la haîne linéaire, ~r0 =

 r01...
r0N


et pour les systèmes à 3
dimensions : ~r0 =

 x0iy0i
z0i


i∈[1:N ]
= (r0i )i∈[1:3N ] =

 r01...
r03N


. On appelle d, la dimension. Si
on eetue le développement de l'énergie potentielle au voisinage du minimum, on a :
V = V0 +
dN∑
i
(
∂V
∂ri
)
~r=~r0
(ri − r0i ) +
1
2
dN∑
i,j
(
∂2V
∂ri∂rj
)
~r=~r0
(ri − r0i )(rj − r0j ) + .. (39)
où ri est le i-ième degré de liberté du système et V0 la valeur de l'énergie potentielle pour ~r = ~r0
La dérivée première est nulle au minimum de l'énergie potentielle et on peut hoisir
V0 = 0. Pour un déplaement petit, les termes d'ordres supérieurs sont négligeables. On a
don l'approximation suivante. Cette approximation onstitue la théorie des modes normaux
(H.Goldstein, 1950) :
V =
1
2
dN∑
i,j
(
∂2V
∂ri∂rj
)
~r=~r0
(ri − r0i )(rj − r0j ) soit V =
1
2
~rtF~r (40)
ave F la matrie (dN ∗ dN) dont l'élément i, j s'érit
(
∂2V
∂ri∂rj
)
~r=~r0
. En mettant l'énergie
inétique sous la même forme, on peut érire le Lagrangien :
L = K − V = 1
2
~rtF~r − 1
2
~˙r
t
H~˙r (41)
ave ~˙r la dérivee temporelle de ~r et H la matrie dont les éléments i, j s'erivent ∂
2K
∂r˙i∂r˙j
(K =
∑
i
r˙2i
2 ). Les équations du mouvement sont données par les équations de Lagrange :
d
dt
(
∂L
∂r˙i
)
=
(
∂L
∂ri
)
(42)
Si H n'évolue pas dans le temps, elles deviennent : H~¨r + F~r = ~0. On résout l'équation en
herhant la solution de la forme ~r = A~q ave qk = Ckcos(ωkt + φk). Cei signie que l'on
herhe d∗N modes de vibration superposés, osillant autour de la position ~r0. En remplaçant
la forme souhaitée dans la dernière expression, on trouve :
AtFA = AtHAΩ avec Ω =

 ω21 0:
0 ω2dN


(43)
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La ondition d'orthogonalité, dans un espae dont le tenseur métrique estH, donne AtHA = I.
Cei implique AtFA = Ω. Le alul des modes normaux d'un système onsiste don à herher
les dN valeurs propres ω2i et les veteurs propres
~N i de la matrie F . Les diretions harmo-
niques loales sont ainsi obtenues, tout omme les valeurs des fréquenes orrespondantes.
Notons que si ~r0 est bien un minimum de la fontion énergie alors on trouve toujours six
fréquenes nulles orrespondant aux translations et rotations du système dans l'espae.
6.2 La minimisation d'énergie
La minimisation de l'énergie potentielle repose sur des linéarisations loales itératives.
Elle onsiste à se déplaer sur la surfae d'énergie potentielle dans une diretion qui réduit
l'énergie :
rn+1 = rn + δn (44)
où l'indie n représente le numéro de l'itération et δn le n
ieme
déplaement dans l'espae
ongurationnel du système. Usuellement, plusieurs méthodes sont utilisées an de déterminer
δn. Les méthodes Newton-Raphson et "Adapted Basis Newton-Raphson"(ABNR) sont utilisées
dans la thèse. Dans le as d'un potentiel purement quadratique, on a la relation :
xmin = x0 −
(
dV
dx
)
x0
/
(
d2V
d2x
)
x0
(45)
et le minimum peut être diretement atteint. Cette idée permet, au moyen du alul de
la matrie des dérivées seondes (le Hessien), de donner une forme pour δn. Pour le n
ieme
déplaement des oordonnées, on a :
[Hn]k,l =
∂2V
∂xk∂xl
et δn = −H−1n ∇nV (46)
La taille des moléules utilisées (au moins 50 Cα) est grande et don le nombre de degrés
de liberté mis en jeu aussi. Le paysage d'énergie est alors d'une grande omplexité. Le système
est don toujours près d'un minimum loal, e qui justie le hoix de e type d'algorithmes.
L'amélioration de ette méthode (ABNR) restreint le alul du hessien au sous espae dans
lequel le système a le plus progressé au ours des étapes préédantes. L'inversion de la matrie
se fait ainsi plus rapidement.
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Résumé
An de mettre en évidene le phénomène de loalisation d'énergie dans les protéines, un
modèle utilisant les onepts de la Physique non-linéaire a été développé. Il permet, via l'utili-
sation d'un potentiel de type FPU et d'une dissipation plaée sur la surfae, de faire apparaître
des breathers haotiques dans ertaines enzymes. Ces breathers ont une durée de vie impor-
tante par rapport aux éhelles de temps aratéristiques du système. Ils sont loalisés sur un
seul résidu, toujours situé dans une région rigide de la protéine. Cela nous a onduit à l'hy-
pothèse d'un lien possible entre la fontion atalytique, les propriétés loales de struture des
enzymes et les loalisations d'énergie. Plus préisément, l'ativation d'un breather haotique
lors d'une réation enzymatique au niveau des sites atalytiques pourrait permettre à la pro-
téine de stoker de l'énergie pendant de longues durées.
Mots-lefs : potentiel FPU, breather haotique, modes normaux, protéine, itrate syn-
thase, sites atalytiques, résidu rigide.
Abstrat
In order to show the energy loalization proess in proteins, we have developped a mo-
del based on non-linear Physis onepts. We have used an FPU potential with damping on
the surfae, whih enables the birth of haoti breathers in some enzymes. These breathers
have an important length life, ompared to system arateristi time sales. They are loali-
zed on a single residue, and are always positioned in a rigid region of the protein. We ould
then establish a possible link between the atalyti funtion, strutural loal properties of
enzymes and energy loalizations. More preisely, the haoti breather ativation during en-
zymati reation in atalyti sites ould allow for the protein to stok energy during long times.
Keywords : FPU potential, haoti breather, normal modes, protein, itrate synthase,
atalyti sites, rigid residue.
